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Kongruencie

Na Z:

a=b(modm) ak m|(a—Db)
Klacova vlastnost:

a=b (modm), ¢=d (modm)

implikuje
a+c=b+d (modm),

ac = bd (modm).
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Algebry

Algebra = mnozina s operaciami:
A=(A{filiel})

n-arna operacia na mnozine A: funkcia A" — A;

Priklady: grupy, okruhy, vektorové priestory, Booleovské algebry,
zZvazy...
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Kongruencie vseobecne

Kongruencia na algebre A je relacia ekvivalencie # na mnozine A,
ktort zachovavaju vsetky zakladné operacie algebry A, t.].

(al,bl) S 9, (az,bz) S 9,...,(an,bn) co

implikuje
(flaty...,an), f(b1,...,b,) €80))

(pre f m-arnu).
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Vyznam kongruencii

Kongruencie umoznuja faktorizaciu:
Na mnozine 0-tried definujeme operacie pomocou reprezentantov:

flar/0,...,a,/0) = f(ar,...,a,)/6.

Vznikne nova algebra, rovnakého typu ako A, ktora je
zjednodusenym obrazom algebry A.

Napriklad: Z/(modn) = Z,.
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Priklad: grupy

A ... komutativna grupa;
Kazda podgrupa B grupy A urcuje kongruenciu

0 = {(a,b) € A> |ab™! € B}.
(Preto hovorime o faktorizacii grupy podgrupou.)

Podobne: okruhy, vektorové priestory
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Priklad: Booleove algebry

B = (B;U,n,’,0,1)

(B € P(X));

Ideal: podmnozina I C B taka, ze
e ak M eI, NCM,tak M € I;
eak M\N el tak MUN € 1.

Kazdy ideal urCuje kongruenciu (a naopak):

={(M,N)e B*| (MNN)u(M NN)eI}.
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Priklad: retazce

Uvazujme (Z, max, min) (distributivny zvaz)
Plati: Kongruencia je taka ekvivalencia, ktorej kazda trieda je
interval.
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Plan prednasky

@ polynémy a kompatibilné funkcie;
@ zvizy kongruencii;

@ minimalne algebry.
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Kompatibilné funkcie 1

n-arna funkcia na algebre A sa nazyva kompatibilna, ak zachovava
vSetky kongruencie.

Takze: kazda zakladna operacia algebry A je kompatibilna.

Okrem toho: kazda konstantna funkcia je kompatibilna;
Vseobecne: kazda polynomicka funkcia (zlozenie konstant, projekcii
a zakladnych operacii) je kompatibilna.
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Kompatibilné funkcie 2

Existuji aj nepolynomické kompatibilné funkcie?
Vo vseobecnosti ano, ale napriklad

Theorem

Na kazdej Boooleovej algebre je kazdi kompatibilna funkcia
polynomicka.

(Dobre zname pre 2-prvkové B. a.)

Miroslav Ploséica Kongruencie v modernej algebre



Kompatibilné funkcie na Z

f1(2) = (2 — Da(z + 1)
(z—=2)(x— Dz(z+ 1)(x+2);

F(z) =" fal@)
n=0

je kompatibilna (lokalne polynomicka), ale nie polynomicka.
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Kompatibilné funkcie na Z

Fakt 1: Kazdy (lokalny) polyném f(z) na Z splha
8] (f(0) —2f(2) + f(4)).

Fakt 2: Existuje kompatibilna funkcia f : Z — Z, ktora splha
f(0)=4,f(2) =2 f(4) =4
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Distributivne zvazy

D = (D;uU,n)

(B CP(X));

Typicky priklad: D = vsetky konecné podmnoziny N
Ktoré (nepolynomické) funkcie si kompatibilné?
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Distributivne zvazy

@ 3pecialne projekcie:
F(X)=XnNA,

kde A je nejakd nekoneéna podmnozina N;
(funkcie st lokalne polynomické)
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Distributivne zvazy

@ Intervalové komplementacie: pre kazdé konecné A C B
definujeme
c(X)=[(XUA)nB;

(nie si lokalne polynomické)
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Distributivne zvazy

@ mnozinovy rozdiel:
f(X,)Y)=X\Y.

o funkcie, ktoré vznikna zlozenim hore uvedenych (+polynémov).
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Zvazy kongruencii

Kongruencie na algebre A mozno usporiadat relaciou “zjemnenia
(= mnozinovej inklazie):

© < 0 ak (zpy implikuje z0y).

Vznikne tym usporiadand mnozina ConA, v ktorej kazdé 2 prvky
majl najvacsie dolné a najmensie horné ohranicenie - zvaz. ConA
vzdy obsahuje najmensi aj najvacsi prvok.
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Zvazy kongruencii

Pre (Z,+,-):

(modn) < (modm) ak m|n.

Takze: najmensi prvok je (mod0), najvacsi (mod 1), najvacsie
dolné ohranicenie (infimum) zodpoveda NSN, najmensie horné
ohranicenie (supremum) je NSD.
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Zvazy kongruencii

Nech A je 2-rozmerny vektorovy priestor nad pofom F' Kazda
netrivialna kongruencia vyzera tak, ze jej triedy st navzajom
rovnobezné priamky. Preto zvdz Con A vyzera nasledovne:

Qn

Pocet prvkov v strednej vrstve je
rovny pocCtu priamok prechadzajicich poéiatkom. Pre konecné F je
n=|F|+ 1.
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Zvazy kongruencii

Je kazdy zvaz izomorfny so zvdazom kongruencii nejakej algebry?

Theorem

Zvaz je izomorfny so zvdzom kongruencii nejakej algebry prave
vtedy, ked je algebraicky.

Ako vyzeraji zvazy kongruencii 3pecialnych druhov algebier?
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Zvazy kongruencii

Otvoreny problém: Je kazdy konecny zviz (izomorfny so) zvizom
kongruencii nejakej konecnej algebry?

Ekvivalentna grupova formulacia: Je kazdy konecny zvaz
(izomorfny s) intervalom vo zvaze podgrip nejakej konecnej grupy?
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Zvazy kongruencii

Vyrieseny problém: Je kazdy distributivny algebraicky zvaz
(izomorfny so) zvdazom kongruencii nejakého zvazu?

Odpoved: nie (F. Wehrung 2005)
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Minimalne algebry

Nech konecna algebra A je jednoducha. (Nema netrivialne
kongruencie.) Mnozina U C A sa nazyva minimalna, ak je
minimalna medzi vsetkymi mnozinami tvaru f(A), kde f je
nekonstantny unarny polyném.

Na U definujeme algebraicka struktaru tak, ze za zakladné operacie
zoberieme vsetky polynomické operacie algebry A, voci ktorym je
U uzavreta.
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Minimalne algebry

Theorem

Pre dand algebru A si vsetky minimalne algebry navzdjom
izomorfné a si ekvivalentné algebre niektorého z piatich
nasledujicich typov:

unarna algebra, ktorej kazda operacia je permutacia;
vektorovy priestor;

2-prvkova Booleova algebra;

2-prvkovy zvaz;

2-prvkovy polozvaz.
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