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Histéria

Vynalezca: madarsky priemyslovy navrhar E. Rubik

Vrchol popularity: 80. roky (majstrovstva sveta, rekordy...)
Podobné hlavolamy: iné mnohosteny, gula, usi, veza, 15-ka....
(niektoré starSie ako RK)
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Co chceme dosiahnut

Matematicky rozbor hlavolamu méze
@ popisat dosiahnutelné (regularne) pozicie;
@ pre nedosiahnutelné pozicie dokazat neriesitelnost;

@ pre dosiahnutelné pozicie najst algoritmus riesenia.
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Permutacie

RK sa sklada z 27 malych kociek:

@ 1 vnatorna neviditelna (v skuto€nosti je tam namiesto nej
otacaci mechanizmus);

@ 6 stenovych (pri otacani nemenia polohu, len orientaciu);
@ 12 hranovych;
@ 8 vrcholovych;

Kazda pozicia (dosiahnutelna ¢ nedosiahnutelna) urcuje nejaka
permutaciu na mnozine 12 hranovych a 8 vrcholovych kociek.
(Orientaciu predbezne zanedbame.)
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Permutacie

Priklad:

rb rg rw ry bg gw wy yb ob oy ow og
rg rw ry rb bg gw wy yb ob oy ow og

rby rbg rgw rwy oby oyw owg ogb
rbg rgw rwy rby oby oyw owg ogb
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Permutacie vseobecne

Permutacia na mnozine A je bijektivna funkcia A — A. Napriklad

(: V)

je funkcia, ktora zobrazuje 1 do 2, 2 do 3, 3 do 6, atd.

3 4
6 5

w N
= Ot
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Parne a nepérne

Transpozicia je Specialna permutacia, ktora dva prvky vymeni a
ostatné necha na mieste. Skladanim transpozicii (t.j. postupnym
robenim 2-vymen) mozno dosiahnut akikolvek permutaciu.
Permutacia je pdrna, ak je zlozenim parneho poctu transpozicii.
Napriklad horeuvedena permutacia je parna, lebo

123456 — 213456 — 231456 — 236451 — 236541

st 4 vymeny.

Netrividlny matematicky fakt: kazda permutacia je jednoznacne
parna alebo neparna (t.j. td istd permutaciu nemozno stcasne
dosiahnut parnym aj neparnym poctom vymen).
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Pravidla skladania

Zlozenie
@ dvoch parnych permutécii je parna;
@ dvoch neparnych permutacii je parna;

@ parnej a neparnej permutacie je neparna.
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Permutacie na RK

Fakt: Otocenie jednej steny na RK je parna permutacia.
Désledok: Kazda dosiahnutelna pozicia (permuticia) na RK je

parna
Désledok: neparne pozicie s neriesitefné.
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Trojcykly

Trojcyklus je permutacia, ktora cyklicky zameni 3 prvky a ostatné
necha na mieste.

Tvrdenie: Kazda parna permutacia je zlozenim trojcyklov.

Fakt: Na RK mozno urobit 3-cyklus na hranovych aj na

vrcholovych kockach.
Désledok: Kazda parna permutacia na RK je riesitelna. (Ked

neberieme do Gvahy orientaciu.)
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Orientéacia - hranové kocky

Potrebujeme definovat "spravnu" a "nespravnu" orientaciu aj pre
kocky, ktoré nie st na svojom mieste. Urobime to nasledovne.
Vyberieme si jednu dvojicu protilahlych stien a nazveme ich
dominantné. Dalsia dvojica protilahlych stien bude recesivna, a
zvysné 2 steny budd neutralne. Hranova kocka bude spravne
orientovana, ak
@ ak kocka s dominantnou (recesivnou) pléskou lezi v
dominantnej (recesivnej) stene, musi v nej byt touto pléskou;

@ dominantna pléska nelezi v recesivnej stene a naopak.
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Orientacia - hranové kocky

Fakty:
© Otocenie dominantnej alebo recesivnej steny nemeni orientaciu
ziadnej hranovej kocky.

@ Otocenie neutralnej steny zmeni orientaciu vietkych 4 v nej
leziacich hranovych kociek.

© V zakladnej pozicii st vietky kocky orientované spravne.
Dosledok: V kazdej riesitelnej pozicii je pocet nespravne
orientovanych kociek parny.
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Orientéacia - rohové kocky

Rohova kocka ma 3 mozné orientacie, z ktorych iba 1 je "spravna".
Ako to vyhodnotit ?

Zvolime si dve protifahlé steny za dominantné. Takto ma kazda
rohova kocka presne jednu dominantnd plosku. Povieme, ze kocka
je spravne orientovana, ak jej dominantna pléska lezi v dominantnej
stene. Dalsie dve orientacie st nespravne. Aby sme ich rozliili,
priradime im Ciselné hodnoty takto:

@ Ak je kocka od spravnej polohy vychylena o 120° proti smeru
hodinovych ruciciek (pri pohlade spredu), povieme, ze ma
orientaciu 1.

o Ak je kocka od spravnej polohy vychylend o 120° po smere
hodinovych ruciciek, povieme, ze méa orientaciu 2.

(Spravne orientovana kocka ma orientaciu 0.)
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Orientacia - rohové kocky

Kazdému stavu kocky priradime rohové orientacné cislo (ROC):
siCet orientacii vietkych rohovych kociek. V zakladnej polohe je
ROC= 0. A teraz:
@ Otocenie okolo dominantnej steny orientacie rohovych kociek
nemeni.
@ Otocenie okolo nedominantnej steny otoci 2 rohové kocky proti
smeru hodinovych ruciciek (schéma 0 — 1 — 2 — 0), a dalsie
2 opacne (schéma 0 — 2 — 1 — 0). Co to urobi s ROC?
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Orientéacia - rohové kocky

Tvrdenie: Otocenie 0 90° okolo nedominantnej steny zmeni ROC
o nasobok 3.

Tvrdenie sa da dokazat preverenim vietkych moznosti, ale
elegantnejsie je pouzit tzv. scitanie modulo 3:

N~ O+
N = OO
ON ==
= O NN

Pri takomto séitani sa k orientaciam dvoch kociek pripoéita 1, od
dalsich dvoch sa 1 odpocita. Celkova zmena bude 0, ¢o zodpoveda
nasobku 3.
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Orientacia - zhrnutie

Désledok: Riesitelna pozicia musi mat ROC delitelné 3.
Podobne, pri hranovych kockach sme mohli pouzit scitanie mod 2.
Spravne orientovanej hranovej kocke priradime orientaciu 0,
nespravne 1. Hranové orientaéné cislo (HOC) bude stcet orientacii
vsetkych hranovych kociek.

Désledok: Riesitelna pozicia musi mat HOC delitelné 2.
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Ako zlozit kocku

Predpokladajme, ze kocka je v riesitelnej pozicii. Pouzitim 3-cyklov
docielime, Zze kazda kocka je na svojom mieste. Treba este
"opravit" orientacie. To sa da, pretoze
@ existuje postup, ktory zmeni orientacie dvoch hranovych kociek
(a nezmeni ni¢ iné);
@ existuje postup, ktory otoCi dve rohové kocky v opaénych
smeroch ( a nezmeni nic iné).
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Pocet riesitelnych pozicii

Pocet vietkych pozicii je
12! 81.212. 38,

(12! permutacii hranovych kociek, 8! permutacii vrcholovych kociek,
212 orjentacii hranovych kociek, 3% orientacii vrcholovych kociek)

Z tychto pozicii ma presne polovica parnu polohovi permutaciu. Z
tejto polovice méa polovica aj spravne HOC a tretina spravne ROC.

Takze pocet riesitelnych pozicii je

1
2 2 3
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Ako navrhnat tazsi hlavolam

Vsetky zname permutaéné hlavolamy sa vyznacuju tym, Ze sa na
nich daji vhodnymi tahmi dosiahnut transpozicie alebo trojcykly -
to umoznuje najst pomerne jednoduchy algoritmus riesenia.
Tazsi hlavolam by mal byt zaloZeny na permutacnej grupe (=
mnozine permutacii uzavretej na skladanie), ktora by

@ neobsahovala Ziadnu transpoziciu ani trojcyklus;

@ bola dostatocne bohata.

Najst také grupy nie je jednoduché, ale existuja.
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Mathieuova grupa M

Patria do nej vietky permutacie na mnozine {1,2,3...,12}, ktoré
vieme ziskat skladanim nasledujacich troch permutacii.

(12345678 9 10 11 12
““\2 3456789 10 11 1 12

,_ (123456 7 891011 12
“\1 27106 41 39 5 8 12
/(1 2 3456 7 89 10 11 12
““\12 11 6 8 9 3 10 45 7 2 1

~ =

(Ma 95040 prvkov.
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