1. IDEALY V OBOROCH INTEGRITY

Zopakujme si definiciu. Obor integrity je mnozina M, na ktorej su
definované bindrne operacie @ a ® (s¢itanie a ndsobenie), pricom plati:
(1) c®dy =y Pz pre kazdé =,y € M;
2) x2®(yP@z)=(xPy)® z pre kazdé z,y,z € M;
) existuje o € F také, ze x @ o = z pre kazdé x € M;
) pre kazdé x € M existuje y € M také, ze x @y = o;
) 1O (y©z)=(xOy)O 2z pre kazdé z,y,z € M;
) (Y@z2) =20y ®(x02),(yd2)0r=(yo0z)d (2O
pre kazdé z,y,z € M,
(7) x @y =y ©x pre kazdé =,y € M;
(8) existuje j € M také, ze j ® x = x pre kazdé x € M;
(9) pre kazdé z,y € M, z,y # o plati z © y # o.

Najdolezitejsimi prikladmi budi pre nés Z (celé ¢isla) a F[z], obor in-
tegrity polynémov premennej x nad polom F' (s obvyklymi operdciami
s¢itania a nasobenia). V dalsom budeme operécie f'ubovolného oboru
integrity oznacovat obvyklymi symbolmi + (s¢itanie) a - (ndsobenie).
Prvky o a j budeme oznacovat 0 a 1. V obore integrity mame defino-
vané aj odéitanie: @ — b = a + (—b), kde (—b) je opacény prvok ku b,
ktory existuje podla axiémy (4).

Definicia 1.1. Nech (M, +,-) je obor integrity. Mnozina O # I C M
sa nazyva idedl, ak plati:

(I1) a,b € I implikuje a — b € I;

(12) a € I, x € M implikuje ax € 1.

(
(3
(4) p
(5) z®
(6) z©

Pretoze idedl je neprazdna mnozina, existuje a € I a potom aj 0 =
a—a € I. Teda kazdy ideél obsahuje 0. Dalej, kazdy ideél je uzavrety aj
na sucet. Totiz, ked a,b € I, tak0—be I atieza+b=a—(0—0) € 1.

V obore integrity F[z] vieme vsetky idedly presne popisat. Pre
kazdy polyném p(z) € F|x] ozna¢me I, mnozinu vSetkych nasobkov
polynému p, t.j.

I, = {pf | f € Fla]}.

Veta 1.2. I C Fz] je idedl prdve vtedy, ked I = I, pre nejaké p €

D ¢ k a z. Dahko sa dokéze, ze kazdé I, splita podmienky (I1), (12)
a teda je idealom.

Predpokladajme teraz naopak, ze I je idedl. Pokial I = {0} (/
obsahuje iba nulovy polyném), tak I = I,. Ak I obsahuje aj nenulové
polynémy, vyberieme z nich ten, ktory ma najmensi stupen a oznac¢ime
ho p. Tvrdime, ze I = I,.
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Dokazujeme teda rovnost dvoch mnozin. Nech najprv i € I,. Potom
h = pf pre nejaké f € Flz|. Pretoze p € I, podmienka (I2) implikuje
h =pf € I. To dokazuje I, C I. Kvoli opacnej nerovnosti predpok-
ladajme h € I. Podla vety o deleni so zvyskom existuju ¢,z € Fl[z]
tak, ze
h =pq+ z,

pricom z = 0 alebo z ma mensi stupen ako p. Pretoze p,h € I, z
definicie idedlu dostavame pg € I a tiez 2z = h —pg € 1. Preto z
nemoze mat mensi stupen ako p, a zostava moznost z = 0, ¢o znamena
h = pq € I, a to sme chceli ukdzat. B

Vyznam idedlov je v tom, ze umoznuju faktorizaciu oborov integrity,
podobne ako normélne podgrupy umoznuju faktorizaciu grip. (Vsimni-
me si, ze ked "zabudneme” na nasobenie, tak kazdy idedl je podgrupou
aditivnej grupy (M, +), normélnost’ vyplyva z komutativnosti.) Tuto
konstrukciu si teraz popiseme. Nech I je ideal oboru integrity M.

Pre kazdé z € M definujeme (podobne ako pri grupach) vrstvu
urcent prvkom z a idealom I ako mmnozinu

r+Il={r+alacl}

Kvoli prehladnosti budeme namiesto x 4 I pouzivat oznacenie x;. Pre
kazdé x,y € M plati bud x; = yr alebo x; Ny; = 0. Rovnost’ z; = y;
plati prave vtedy, ked (z —y) € I. (Dokaz je rovnaky ako pre grupy.)
Teda vrstvy podla idedlu I tvoria rozklad oboru integrity M. Mnozinu
vSetkych vrstiev oznacime M/I.

Lema 1.3. Pre kazZdé x,y,u,v € M plati:
(1) ak x; = y;, uy = vy, tak (x +u); = (y +v);;
(2) ak x; = y;, ur = vy, tak (zu); = (yv);.

D 6 k a z. Dokaz (1) je rovnaky ako pri grupdch. Overime (2). Z
rovnosti x; =y, uy = vy vyplyvax —y € I, u —v € I. Potom

Tu—yv =au— 20+ v —yv = z(u —v) + (r — y)v.
Podla (I12) méme z(u—v), (z—y)v € I, teda aj zu—yv € I, o znamend

(xu); = (yv);. N

Predoslé tvrdenie ndm umoznuje definovat’ operacie na M /I pomo-
cou reprezentantov:

$1+u1:($~l—u)]

xr-uy = (zu);.
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Veta 1.4. Mnozina M /1 s vyssie definovanymi operdciami spl/ria axiomy
(0)-(8) z definicie oboru integrity.

D 6 k a z. Platnost vsetkych axiém pre M/I vyplyva z ich platnosti
pre M. Na ilustrdciu uvazujme napriklad zakon opacnych prvkov (4).
Nech z; € M/I. Prvok x € M ma v M opacny y, t.j. = +y = 0.
Potom ale x; +y;r = (x +y); = 0y, takze v M/I je prvok y; opacny ku
xIr. [ |

Axiéma (9) v M/I nemusi byt splnend. (Pozri priklad nizsie.) Splne-
nie axiém (1)-(8) znamend, ze faktorizaciou oboru integrity vzdy dosta-
neme komutativny okruh s jednotkou.

So sSpecidlnym pripadom faktorizacie sme sa uz stretli, v podobe
okruhu zvyskovych tried. Celé ¢isla tvoria obor integrity Z. Zvolme
kladné celé n a uvazujme mnozinu I vsetkych celociselnych nasobkov
n. Dahko vidno, ze I je ideal, vrstvy podla I su zvyskové triedy a
nase operacie s vrstvami presme zodpovedaju operaciam so zvyskovymi
triedami. Takze Z/I nie je ni¢ iné, ako nas znamy okruh Z,.

Tu zaroven mame priklad, ze faktorizaciou oboru integrity mézeme
dostat’ okruh, ktory nie je oborom integrity. Pokial n nie je prvocislo,
tak Z, nie je obor integrity (napr. 2 -3 = 0p).

2. FAKTORIZACIA OBORU INTEGRITY F[x]

Ak n je prvocislo, tak okruh Z, je obor integrity (dokonca pole).
Teraz si dokdzeme analdgiu tohoto tvrdenia pre obor integrity F[z].
(F je TubovolIné pole.) Uz sme videli, ze kazdy idedl v F'[x] je mnozina
I,, vietkych nasobkov polynému p.

Veta 2.1. Ak p € F[z] je ireducibilny, tak okruh F|x]/I, je pole. Ak p
je reducibilng, tak F[z|/I, nie je ani obor integrity.

D 6 k az 1. Nech p je ireducibilny. Méme dokézat, ze ku
kazdému prvku f;, € Flx]/I, roznemu od 07, (= 1) existuje inverzny.
Nerovnost' f; # 07, znamena, ze f ¢ I,, teda f nie je nasobkom p.
Pretoze p je ireducibilny, polynémy p a f musia byt nesidelitelné.
Podla vety o NSD potom existuju u,v € F[z] tak, ze fu+ pv = 1.
Tvrdime, Ze uz, je hfadany inverzny prvok. Naozaj, pretoze pr, = Op,,
tak mame

f[pU[p = (f’lL)]p = (1 —pl))[p = 1[p - ijl)]p = 1[p.

2. Nech p nie je ireducibilny. Potom p = uv, kde ziaden z polynémov
u, v nie je nasobkom p. Teda u,v ¢ I,, ¢o znamena uy, vy, # 0.
Pritom ale uz,v;, = pr, = 0y, takze axiéma (9) nie je splnend. N



3. IZOMORFIZMY POLI

Nech F} a F5 s polia. Funkcia ¢ : Fy — F; sa nazyva izomorfizmus
ak je bijektivna a zachovava operécie, t.j. pre kazdé x,y € F; plati

p(r+y) =)+ ey);

plr-y) = el e(y).
[zomorfizmus F' — F' sa nazyva automorfizmus pola F.

Lahko sa overi, ze pre kazdy izomorfizmus plati tiez p(0) = 0, p(1) =
L (=) = —p(z) a p(a™!) = p(z)~"

Napriklad identické zobrazenie je vzdy automorfizmus. Komplexné
zdruzovanie je automorfizmus pola komplexnych ¢isel.

Hovorime, ze ¢ : F — F zachovava prvok a € F ak ¢p(a) = a.
Hovorime, Ze ¢ zachovdva mnozinu A C F ak ¢(a) = a pre kazdé
ae€ A

Casto budeme vyuzivat nasledujice tvrdenie:

Veta 3.1. Nech ¢ : F — F' je automorfizmus, ktory zachovava koefi-
cienty polynomu f. Ak u € F je koreriom f, tak o(u) je tieZ koreriom

7.
D 6 k az Nech f(z) =ag+ a1z + -+ + a,z". Potom
fleo(u) = aptarp(u)+- - +anp(u)" = plao)+(aru)+- - +p(au") =

= @(ap + aju+ -+ - + a,u”™) = p(0) = 0.

So specidlnym pripadom tejto vety sme sa uz stretli: Ak polyném
s realnymi koeficientmi ma komplexny koren a + bi, tak ma aj koren
a—bi. Dokaz vyuziva fakt, ze komplexné zdruzovanie je automorfizmus
C, ktory zachovava R.

4. ROZSIRENIA POLI

Pole K sa nazyva rozsirenim pola I, ak ' C K a stcet aj sucin
prvkov z F' je definovany v K tak isto ako vo F'. V takom pripade tiez
hovorime, ze F' je podpole pola K.

Napriklad R je rozsirenim Q. Podobne, C je rozsirenim R, ale aj Q.
Ako ¢oskoro uvidime, kazdé pole sa da rozsirit.

Nech K je rozsirenie F'. Prvok uw € K sa nazyva algebraicky nad
F, ak je korenom nejakého polynému s koeficientmi vo F'. V opa¢nom
pripade sa u nazyva transcendentny nad F'.
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Napriklad v/2 € R je algebraicky nad @, lebo je korefiom polynému
r? — 2. Ludolfovo ¢islo 7 € R je transcendentné nad Q. (Dokaz je
zlozity.)

S jednym dolezitym prikladom rozsirenia pola sme sa stretli v predo-
Slom odseku. Nech p je polyném ireducibilny nad F', nech I, je idedl
vSetkych ndsobkov p. Potom faktorovy okruh F[z]|/I, je pole, ktoré
mozno povazovat za rozsirenie pola F', pokial prvky ¢ € F' stotoznime
s prvkami ¢, € F[z]/1,. (Presnejsie povedané, prvky tvaru c,, kde ¢ je
0 alebo polyném stupia 0, tvoria podpole pola F[z]/I, a toto podpole
je izomorfné s F.)

Vsimnime si, ze prvok z, v F[z]/I, je algebraicky nad F', pretoze je
koreflom polynému p: p(x,) = p(z), = 0,.

A este si vSimnime, ze ak p mé stupen 1, tak kazdy prvok v F[ /1,
je tvaru ¢, (c € F), takze Flx]/I, je 1zomorfne s F' - ziadne nové prvky
sa neobjavili. Preto napriklad pole C sa tymto sposobom zvacsit neda.

Teraz sa pozrieme na podobnui konstrukciu rozsirenia, ktora vsak
produkuje transcendentné prvky. Nech F' je pole. Oznatme Rac(F, 1)
mnozinu vSetkych raciondlnych foriem nad F's premennou t, t.j. vyra-
zov tvaru f(t)/g(t), kde f(t) a g(t) si polynémy nad F a g(t) # 0.
Pritom formy f1(t)/g1(t) a fo(t)/go(t) povazujeme za rovnaké, ak plati
rovnost polynémov fi(t)ga2(t) = fo(t)g1(t). Operacie s raciondlnymi
formami robime rovnako ako s racionalnymi c¢islami:

fi(t) n fa(t) _ f1(1)g2(t) + falt)gi(?)
g1(t)  ga(t) 91(1)g2(1) 7

H@)  f(t) L) ()

g(t) g2(t)  gr(t)ga(t)
L'ahko sa overi, ze Rac(Ft) s tymito operdciami je pole. (Je to ta ista
konstrukcia, ktorou definujeme Q pomocou Z.)

Pole Rac(F, f) mozeme opat’ povazovat za rozsirenie pola F. (Pr-
vok ¢ € F mozno stotoznit s formou ¢/1.) Prvok ¢/1 je tu teraz tran-
scendentny: nie je korenom polynému nad F. Skutocne, ak f(x) =
ap + a1x + -+ + a,z™ € F[z], tak rovnost f(¢t) = 0 by znamenala, ze
formy f(t)/l a 0/1 sa rovnaju, teda ze polynémy f(¢)-1a 0-1 sa
rovnaju, takze f by musel byt nulovy.

Poznamenajme, ze pomocou racionalnych foriem mozno rozsirit’ kazdé
pole, napriklad aj C.

Nech teraz v € K je algebraicky prvok nad F'. Medzi polynémami
nad F', ktorych je u koreniom, existuje taky ktory je normovany a mé na-
jmensi mozny stupen. Budeme ho nazyvat minimdiny polynom prvku
u. Jeho jednoznacnost vyplyva z nasledujicej vety.
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Veta 4.1. Nech K je rozsirenie pola I, nech m je minimdlny polynom
proku uw € K. Pre kazdy polynom f € Flx] plati, Ze ak f(u) = 0, tak
m|f.

D 6 k a z. Podla vety o deleni so zvyskom méame f(x) = m(x)p(z)+
z(z). Pretoze m(u) = f(u) = 0, dostavame z(u) = 0. Keby stupen
z bol mensi ako stupen m, bolo by to v rozpore s tym, ako sme m
vyberali. Preto jedind moznost je z = 0. §

Stupen mimimalneho polynému prvku w budeme tiez strucnejsie
nazyvat stupnom u. Prvky u € F' maji stupen 1 (minimélny polyném
je  —u), prvky u ¢ F' musia mat stupen vacsi ako 1.

Veta 4.2. Normovany polynom p s koreriom u je minimdalnym polynomom
proku v € K nad F prave vtedy, ked je nad F' ireducibilny.

D 6 k a z. Kedze p(u) = 0, tak podla predoslej vety je p delitelné
miniméalnym polynémom. Ked je p ireducibilny, je to mozné len tak,
Ze tie polynémy sa rovnaju.

Obratene, ak p je reducibilny, tak p = fg, kde f aj ¢ maju mensi
stupen ako p. Z rovnosti p(u) = 0 vyplyva, ze f(u) = 0 alebo g(u) = 0,
takze p nema najmensi mozny stupen, nie je minimalny. l

5. JEDNODUCHE ROZSIRENIA

Nech K je rozsirenie pola F, nech u € K. Oznac¢me F(u) mnozinu

vietkych prvkov K, ktoré sa daju vyjadrit v tvare f(u)/g(u) pre nejaké
polynémy f, g € Flx], g(u) # 0.
Veta 5.1. F(u) je pole. Ak u je transcendentny prvok, tak F(u)
je izomorfné s polom Rac(F,t). Ak u je algebraicky, s minimdlnym
polynémom p, tak F(u) je izomorfné s polom F|x]/I, a kazdy prvok
v € F(u) sa dd vyjadrit’ v tvare

n—1
v=aytwnu+t+---+a,_1u 7,

kde n je stupen p.

D 6 k az. Jezrejmé, ze F(u) je pole. Predpokladajme, ze u je tran-
scendentny a definujme zobrazenie ¢ : Rac(F,t) — F(u) predpisom

o), _ 1
)~ gty
Toto zobrazenie je korektne definované: ak fi(t)/g1(t) = fa(t)/ge(t),
tak plati rovnost polynémov f1(t)ge(t) = f2(t)g1(t) a potom aj fi(u)ga(u) =

fa(u)gr(u) (rovnost prvkov v K) a potom aj fi(u)/g1(u) = fa(u)/ge(u).
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Tvrdime, ze ¢ je izomorfizmus. Dahko sa ukaze, ze ¢ zachovava
operacie a je surjektivne. Ukazeme, ze je prosté. Predpokladajme
sporom, Ze fi(t)/g1(t) # fo(t)/g2(t), ale fi(u)/gi(u) = fa(u)/ga(u).
Potom fi(u)ga(u) — fao(u)ga(u) = 0, ¢o znamend, ze u je korenom
nenulového polynému fi(t)g2(t) — fa(t)ge(t), a to je spor s transcen-
dentnostou.

Predpokladajme teraz, ze u je algebraicky a m& minimalny polyném
p. Dokazeme najprv posledni cast néasho tvrdenia. Nech

v = S € F(u).
g(u)
Pretoze g(u) # 0, polyném g nie je delitelny p. Pretoze p ako minimalny
polyném musi byt ireducibilny, polynémy ¢ a p st nestudelitelné. Preto
existuju polynémy r, s € F[z] tak, ze

1 =gr—+ps.

Dosadenim u do tejto rovnosti dostavame

1= g(u)r(u) + p(u)s(u) = g(u)r(u)

(lebo p(u) = 0). Takze

f(u)

v="-== f(u)r(u).

Pl — ftuprta)
Teraz polyném fr vydelime polynémom p. Dostaneme podiel ¢ a
zvysok z, teda fr = pq+ z, kde z = ag + a1x + asx® + - + a7t
(koeficienty a; moézu byt aj 0). Potom

v=f(u)r(u) =pu)gu)+z(u) = 2(uv) = ag+a utagu®+ - Fa,_ ju"?,

¢o sme chceli dokéazat.
Definujme teraz zobrazenie ¢ : F[z|/I, — F(u) predpisom

o(fy) = f(u) prekazdé f € Flx].
Toto zobrazenie je korektne definované: ak f, = g,, tak f—g je ndsobok

p, 4. f—=g = pq. Potom f(u)—g(u) = p(u)q(u) = 0, teda f(u) = g(u).
Overme teraz zachovanie suc¢tu (pre sucin je to podobné). Nech
f,g € Flz]. Potom

o(fp +9p) = 0((f +9)p) = (f +9) () = f(u) + g(u) = @(f,) + ©(gp)-

Surjektivnost ¢ sme uz dokézali: kazdy prvok v € F(u) sa rovna
z(u) = ¢(z,) pre nejaké z € Fz]. Ostava ukdzat injektivnost. Nech
fp # gp. Potom f — g nie je delitelné p, takze v nemoze byt koreniom
f—g. To znamend f(u) # g(u), cize ¢(f,) 7 (gp)- W



Este trochu terminolégie. Hovorime, Ze pole F(u) je jednoduché
rozsirenie pola F generované prvkom u. Tiez sa zvykne hovorit, ze
F(u) vzniklo adjunkciou alebo adjungovanim prvku u k polu F.

Jednym z dosledkov prave dokézanej vety je, ze o jednoduchom
rozsireni F'(u) mozeme hovorit’ aj bez vopred daného pola K. Mo6zeme
napriklad pracovat s polom Zs(u), kde u je korenom polynému p(z) =
2 +x+1. Prvky tohoto pola st vietky vyrazy tvaru ag+a;u+asu?, t.j.
vietky polynémy z F[u] stupna najviac 2. Vypocty sa robia “modulo
p”, napriklad

(u?+1)(2u+u) = 2u* +u +2u +u = p(u) (2u+1) + (3u+4) = 3u+4,

kedze p(u) = 0.

Inym dosledkom je, ze ak prvky u,v maji nad F' ten isty minimalny
polyném p, tak polia F(u) a F(v) st izomorfné: obe polia su totiz
izomorfné s polom F[z]/I,. Napri klad Q(+/2) je izomorfné s Q(v/2j),
kde j = 1/2 +iv/3/2 je komplexna 3. odmocnina z jednotky.

Zovseobecnenim jednoduchych rozsireni s wviacndsobné rozsirenia.
Nech F' C K, uy,...,u, € K. Polozime Fy = F, [} = Fy(uy),
Fy = Fi(ug), ..., F, = F,_1(u,). Pole F, sa oznacuje F(uy,...,u,)
a nazyvame ho rozsirenim F', ktoré je generované prvkami uq, ..., Uy,.
Nazyva sa algebraické, ak vsSetky u; su algebraické. V takom pripade
sa kazdy prvok pola F(ui,...,u,) d& vyjadrit v tvare h(uq, ..., u,),
kde h je polyném n premennych nad F.(To vyplyva z vety 5.1 pouzitej
postupne na polia Fi, Fy, ..., F,.

6. KONECNE ROZSIRENIA

Nech K je rozsirenie pola F'. Pole K je potom aj vektorovy priestor
nad F. To znamena, prvky K su vektory a prvky F skaldre. Preto
mozeme vyuzit poznatky z tedrie vektorovych priestorov.

Definicia 6.1. K je kone¢nym rozsirenim F' ak K je konecnorozmensj
vektorovy priestor nad F.

Napriklad C je koneénym rozsirenim R. (Dimenzia je 2 - do bazy
mozu ist napr. vektory 1 a i.) Na druhej strane, R nie je konetnym
rozsirenim Q.

Veta 6.2. Ak K je konecné rozsirenie F', tak kazdy prvok K je nad F
algebraicky.

D 6 k a z. Nech n je dimenzia K nad F. Uvazujme lubovolné
u € K. Pretoze K je pole, médme 1,u,u® u3, ...,u" € K. To je
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ale n + 1 vektorov v n-rozmernom priestore, takze musia byt linedrne
zavislé. To znamena, ze existuju skalare ag, ay,...,a, € F tak, ze

ao- 1+ au+au?+--+au” =0

a nie vsetky a; su 0. Takze u je korenom nenulového polynému ag +
ax+ -+ aa”. i

Takze Rac(F,t) nie je konetnym rozsirenim F', lebo obsahuje tran-
scendentné prvky.

Ak K je konecné rozsirenie F', tak dimenzia K nad F sa nazyva aj
stupen rozsirenia a oznacuje [K : F.

Veta 6.3. Nech polynom p je ireducibilnyg nad F, u jeho koren. Potom
F(u) je koneéné rozsirenie F' a jeho stupen je rovny stupniu p.

D 6 k a z. Nech n je stupeit p. Tvrdime, ze {1,u,u?, ..., u""1} je
baza F'(u) nad F. Podla vety 5.1 sa kazdy vektor (prvok pola F'(u))
dé vyjadrit v tvare ag 4+ aju + -+ + a,_1u” ', Teda kazdy vektor je
linedrnou kombingciou vektorov 1, u, ..., u" . Dalej, tieto vektory sui
linedrne nazavislé, lebo rovnost ag + aju + -+ + ap_u™ ! = 0 (kde
nie vSetky a; si 0) by znamenala, Ze u je korefiom polynému stupiia
nizsieho ako n - spor s minimalnostou p. Takze F'(u) ma nad F' bazu
s n prvkami. W

Veta 6.4. Nech K je konecné rozsirenie F' a L je konecéné rozsirenie
K. Potom L je konecné rozsirenie F' a plati [L : F] = [L: K]-[K : F].

D 6 k az Nech {by,...,b,} je bdza K nad F' a {ci,...,¢,} bdza L
nad K. Tvrdi me, Ze vsetky prvky tvaru b;c; tvoria bazu L nad F'.
Overme najprv nezavislost. Nech

n m
DD aibic; =0,
i=1 j=1
kde a;; € F'. Tato rovnost’ sa dd napisat’ v tvare
a1 + agca + -+ ey, = 0,
kde
Oéj = aljbl + CLijQ + -+ CLnjbn € K.
Z nezavislosti vektorov ¢y, . .., ¢, vyplyva, Ze a; = 0 pre kazdé j, takze
a1;br + aziby + -+ + ap;by, = 0.

Nezavislost vektorov by, ..., b, teraz znamena, ze vsetky a;; si 0.
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Takze mnozina vSetkych prvkov b;c; je nezdvisla. Ukazeme teraz, ze
generuje L. Nech u € L. Pretoze {ci,...,¢,} je badza L nad K, plati

U= Q1C1 + QoCy + -+ - + A Cy

pre nejaké ay, ..., qa,, € K. Pretoze by, ...,b, je baza K nad F, existujui
A1y .-, Anj eF tak, 7€

;= aljbl + agjbg + -+ anjbn-

Spojenim poslednych dvoch rovnosti dostavame, ze u je linearna kom-
bindcia a;;.

Takze prvky b;c; naozaj tvoria bazu. Ich pocet je mn = [L : K- [K :
F]. &

Ako dosledok dostavame, ze kazdé viacnasobné algebraické rozsirenie
je konecné.

7. EUKLIDOVSKE KONSTRUKCIE

Urobime teraz odbocku a ukédzeme, ako sa doteraz ziskané poznatky
daji vyuzit na rieSenie (resp. dokazanie nerieSitelnosti) niektorych
klasickych geometrickych problémov. Tykaji sa toho, ¢o vSetko je
mozné skonstruovat’ pomocou pravitka a kruzidla. (Také konstrukcie
voldme euklidovské.)

Prijmeme nasledujuci fakt: Dlzka kazdej tsecky, ktori mozeme zo-
strojit pravitkom a kruzidlom sa da vyjadrit pomocou racionalnych
¢isel pomocou séitania, odcitania, nasobenia, delenia a druhej odmoc-
niny. (Pricom tieto operacie mozeme pozit opakovane, takze napr.
vieme urobit’ §tvrtd odmocninu.)

Zdvojenie kocky. Mame zostrojit kocku, ktora ma dvojnasobny
objem ako dana kocka.

Mozeme predpokladat’, ze hrana danej kocky ma dizku 1. (To zavist
len od volI'by jednotky dfiky.) Je jasné, ze hrana kocky s dvojnéasobnym
objemom ma potom dizku /2. Uloha teda ziada, aby sme pravitkom
a kruzidlom zostrojili uisecku dfiky v/2. Dokézeme, ze sa to neda.

Predpokladajme sporom, ze sa to dd. Potom existuje konecna po-
stupnost’ ¢isel aq, asq, ..., a, tak, ze kazdé a; je bud racionalne, alebo
je ziskané z predchédzajicich pomocou niektorej z operacii 4+, —, -,/ a
Vo & Ze ap sa rovné v/2. Uvazujme postupnost poli Fy, Fy, Fs, ..., F,,
kde Fg = Q, F1 = Fo((ll), F2 = Fl(a2),...,Fn = n_1<an). Kazdé
F; (i > 0) je jednoduchym rozsirenim predchadzajiceho a [F; : F;_4]
je bud 1 (to jest, F; = F;_1, takze vlastne k ziadnemu skuto¢nému
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rozsireniu na tomto kroku nedoslo), alebo 2. Pripad [F; : F;_1] = 2 na-
stane prave vtedy, ked a; ¢ F;_; a a; je druhou odmocninou nejakého
prvku z F; ;. Podla viet z predoslej kapitoly je pole F, konetnym
rozsirenim pola Q stupna

[F,:F|=[F:F)]-[Fy:Fy]-[F,: F,_]=2F

pre vhodné k. Na druhej strane, F,, obsahuje a, = /2, takze je aj
rozsfrenim pola Q(+4/2) a musi platit

[F, : Fy) = [Q(V2) : Fy) - [F, : Q(V2)] = 3+ [F, : Q(V2)].

To je spor, lebo 3 nedeli 2*.

Trisekcia uhla. Mame pomocou pravitka a kruzidla rozdelit dany
uhol na 3 rovnaké casti.

Opéat dokazeme neriesitelnost’ ulohy. Konkrétne, ukazeme, ze uhol
30° sa pravitkom a kruzidlom neda rozdelit na 3 rovnaké casti. (Nie-
ktoré iné uhly, napr. 90°, sa rozdelit’ daji.) Ak by sme vedeli zostrojit
uhol 107, vedeli by sme aj zostrojit tisecku diZky sin 10°.

Podla znamych vzorcov mame

sin 3a = sin(2a + a) = sin 2 cos a + cos 2asina =
= 2sinacos® a + (1 — 2sin* @) sina = 3sina — 4sin® a.
Dosadenim o = 10° dostdvame, Ze sin« je koreiom polynému 43 —
3x + 1/2. Llahko sa mozno presvedéit, ze tento polyném je nad Q
ireducibilny, teda ¢islo u = sin 10° je algebraicky prvok nad Q stupna
3, takze [Q(u) : Q] = 3. Zvysok dokazu je rovnaky ako pre zdvojenie
kocky. (Pricom u bude hrat tlohu +/2.)

Kvadratira kruhu. Mame pomocou pravitka a kruzidla nakreslit
Stvorec, ktory ma rovnaky obsah ako dany kruh.

Mozeme zvolit jednotku dfiky tak, aby polomer kruhu bol 1. Obsah
kruhu potom bude 7, takZe mame zostrojit’ Stvorec o strane y/m. Argu-
ment preco sa to neda je podobny ako v predoslych dvoch pripadoch.
Kazda tsecka, ktort vieme zostrojit’, ma dfiku, ktora patri do nejakého
konecného rozsirenia pola Q (stupiia 2%). KedZe 7 je transcendentné,
nemoze patrit do takého rozsirenia. A potom tam nemoze patrit ani

VT
8. ALGEBRAICKE CiSLA

Veta 8.1. Nech pole K je rozsirenim pola F. Nech A je mnoZina tych
prokov K, ktoré su algebraické nad F. Potom A je pole.

D 6 k a z. Treba dokazat, ze ak a,b € A, tak aja+b € A, ab € A,
—a€Aa(aka#0)a! €A
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Pretoze a, b st algebraické, tak F'(a,b) je konecné rozsirenie F'. Nech
jeho stupeii je n. Ozna¢me ¢ = a + b. Potom 1,¢,¢%,...,c" € F(a,b)
musia byt linearne zavislé, preto existuju ag,ai,...,a, € F tak, ze
ap + aic + -+ + a,c” = 0 a nie vSetky a; su 0. Takze prvok c je
algebraicky. Dokaz pre sucin, opa¢ny a inverzny prvok je podobny. i

Algebraické ¢isla su tie komplexné ¢isla, ktoré si korenmi polynémov
a raciondlnymi koeficientmi. V nasej novej terminoldgii algebraické
¢isla su algebraické prvky C nad Q. Z predchadzajicej vety dostavame
dosledok.

Veta 8.2. Algebraické cisla tvoria pole.

Teraz este ukazeme, ze pole algebraickych cisel ma podobnu vlast-
nost ako C.

Lema 8.3. Kazdy koren polynomu s algebraickymi koeficientmi je al-
gebraické cislo.

D 6 k a z. Nech u je korenom polynému ag + a1 + - -+ + a,z",
kde vsetky a; si algebraické. Potom K = Q(ag,ay,...,a,) je konecné
rozsirenie pola Q a K(u) je konecné rozsirenie pola K. Podla vety
6.4 je K (u) konecné rozsirenie Q a podla vety 6.2 je kazdy jeho prvok,
Specidlne aj u, algebraicky nad Q. B

Podl'a hlavnej vety algebry mé kazdy polyném stupna aspon 1 nad
C koren v C. Ked ten polyném ma algebraické koeficienty, tak podla
8.3 je ten koren algebraicky. Dostavame nasledujici dosledok.

Veta 8.4. Kazdy polynom s algebraickymi koeficientmi stupnia aspon 1
mda v poli algebraickych cisel koren.

9. ROZKLADOVE POLIA

Definicia 9.1. Nech f je polyném nad F. Pole N O F sa nazyva
rozkladovym polom f nad F ak

(i) f sa nad N rozkladd na sicéin polynomov 1.stupria;
(ii) N je nad F generované korerimi polynomu f, t.j.
N = F(uy,...,uy,), kde uy, ..., u, su korene f.

Rozkladové pole vzdy existuje (jednozna¢nost’ prediskutujeme neskor).
Je to zrejme konecné rozsirenie pola F. Podmienka (ii) znamend, ze
kazdy prvok x € N sa da vyjadrit v tvare x = h(uq,...,u,), kde h je
nejaky polyném n premennych s koeficientmi z F'.
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Postup pri hladani rozkladového pola je nasledovny. Rozlozime f
na ireducibilné ¢initele nad F. Ak si vSetky cinitele 1. stupna, tak roz-
kladové pole je N = F. Ak sa v rozklade vyskytuje ¢initel p(x) stupna
aspon 2, tak ku F' adjungujeme koren u, polynému p, t.j. vytvorime
F(u). Potom né&jdeme rozklad f na ireducibilné ¢initele nad F'(u). Ak
su teraz vsetky cinitele linedrne, tak N = F(u). Ak stéle existuje
nelinearny cinitel ¢(x), tak k polu F(u) adjungujeme jeho koren v, t.j.
vytvorime F'(u,v), a rozlozime f nad F'(u,v). Tieto kroky opakujeme
dovtedy, kym nedostaneme rozklad f na cinitele 1. stupna.

Vypoctova zlozitost tohto postupu zalezi na tom, ako efektivne vieme
rozkladat polynémy nad F' a nad rozsireniami F'. Ukazeme si vypocet
na priklade polynému f(z) = z* — 2 nad Q. Tento polyném je nad
Q ireducibilny, takze adjungujeme jeho koreit u = v/2. Pole Q(u) je
rozsirenie 4. stupna a f sa nad nim rozklada

fl@) = (. — V2)(z + V2)(2* + V2).

Vidime, Ze rozklad obsahuje nelinedrny ¢initel p(x) = 2? + V2, treba
teda este adjungovat jeho koreii v = iv/2. Je to rozsirenie stupiia 2,
takze Q(u,v) je rozsirenie stupna 8. Polyném f uz v iom ma vsetky
svoje korene, takze je to rozkladové pole. Opis tohoto pola mozno
este trochu zjednodusit, ked si v§imneme, ze v = iu, takze Q(u,v) =

Q(u,1).

Lema 9.2. Nech ¢ : Fy — Fy je izomorfizmus poli. Predpokladajme,
Ze ¢ zobrazuje koeficienty ireducibilného polyndmu pi(z) € Fi[z] na
im zodpovedagice koeficienty polynému po(z) € Fy[x]. Nech Fi(up) a
Fy(ug) st jednoduché rozsirenia generované korenmi tyjch polyndmov.
Potom ¢ mozno rozsirit na izomorfizmus v : Fy(uy) — Fy(ug), pricom

Y(uy) = us.
D 6 k a z. ¢ je dané predpisom
Ylag + ajuy + -+ + apqul ™) = o(ag) + pla)ug + - - + p(an_1)uy ™",

kde n je stupen polynému p;. Bijektivnost ¢ je zrejma, zachovanie
suctu vyjde lahko. Overime zachovanie sucinu.
Pre kazdé f = ag + a1z + - - - + axz® € Fy[x] polozme

fo = plac) + plar)a + -+ plar)e* € Fylal.

Lahko sa overi, ze (f + g9)y = fo + gy a (f9)y = [p9, pre kazdé
f,g € Fi[x]. Predpoklad nasej vety hovori, ze (p1)p = pa.

Nech teraz f = ag+a1z+- - -+an_12" Y, g = bg+byw+- - -+b,_12" !,
a;,b; € Fy. Chceme dokézat, ze (f(u1)g(ur)) = ¥ (f(u1))(g(uy)).
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Podl'a Vety o deleni so zvyskom existujui polynémy ¢, z € Fi[z] tak,
7e fg = piqg + 2, kde z(x) = ¢y + & + -+ + ¢,_12"" ! pre nejaké
Coy -y Cn_1 € Fy. Pretoze pi(uy) = 0, dostdvame

Y(f(ur)g(ur)) = P(pr(ur)q(ur) + 2z(u1)) = P(2(w1)) = 2,(uz).

Na druhej strane,

Y(f(u1)Y(g(ur)) = foluz)gy(uz) =

= (f9)p(u2) = (P1q + 2)p(u) = pa(ua)q,(uz) + 2,(u2) = 2, (usz).
(Vyuzili sme, ze (p1), = p2 a pa(uz) =0.) B

Lema 9.3. Nech ¢ : Fy — Fy je izomorfizmus poli. Predpokladajme,
Ze @ zobrazuje koeficienty polynomu fi(x) € Fi[x] na im zodpovedajice
koeficienty polyndmu fo(x) € Fylx]. Nech Ny a Ny si rozkladové polia
polynomu f1 nad Fy a fy nad Fy. Potom ¢ mozno rozsirit’ na izomor-
fizmus ¥ : N1 — Ny, pricom ak f1 je separabilny, tak to mozZno urobit’
[Ny : Fi] spdsobmi.

D 6 k a z. Urobime indukciu podla m = [Ny : Fy]. Ak m =1, tak
N; = Fi, potom f; ma vSetky korene vo F) a teda aj f; ma vSetky
korene vo Fy, takze Ny = F;. Jedind moznost pre ¥ je ¢ = ¢.

Nech teraz m > 1 a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre rozkladové
polia nizsich stupnov. Polyném f; ma nad F; nejakého ireducibilného
delitela p; stupna d > 1. Izomorfizmus ¢ zobrazuje koeficienty p;
na koeficienty ireducibilného polynému ps € Fylz|. Nech u; € N je
Tubovolny koren p,. Pre kazdy koren us, € Ny polyéomu p, existuje
podla Lemy 9.2 izomorfizmus ¢ : Fi(uy) — Fy(ug) ktory predlzuje ¢
a zobrazuje u; do uy. Naviac, ked f; je separabilny, tak aj fo, p1, pe st
separabilné, a preto ps ma d roznych korenov a teda mame d moznosti
pre j.

Teraz, N; je rozkladové pole f; aj nad Fj(u). A podobne, N, je
rozkladové pole fo nad Fy(ug). Plati ale [Ny @ Fi(uy)] - [Fi(w) : Fi] =
[Ny @ Fy], preto [Ny : Fi(u)] = m/d < m a mozeme pouzit indukény
predpoklad. Ten hovori, ze izomorfizmus (; mozno prediiit’ do izomor-
fizmu ¢ : Ny — Ny a to (v pripade separabilného fi) m/d sposobmi.
Takze mame d moznosti ako rozsirit ¢ na ¢; a kazdd z nich nam da
m/d moznosti na rozsirenie do ¥. Dohromady je to m moznosti ako
rozsirit ¢ do . I

Veta 9.4. Rozkladové pole polynomu f nad F' je urcené jednoznacne
az na izomorfizmus.
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D 6 k a z. Stac¢i pouzit Lemu 9.3 na pripad, ze ¢ : F — F je
identické zobrazenie. Potom f; = fo = f a N; a N, st rozkladové
polia toho istého polynéomu. B

10. GALOISOVE GRUPY

Pripomenme si, ze automorfizmus je izomorfizmus F' — F. L'ahko
sa overi, ze plati

Veta 10.1. (i) Vsetky automorfizmy pola F' tvoria grupu (vzhl'adom
na skladanie).
(ii) Vsetky automorfizmy pola F', ktoré zachovdvaji mnozinu A tvo-
Tia grUupU.

Definicia 10.2. Nech f je polynom nad F. Galoisova grupa polynomu
f nad F je grupa vsetkych automorfizmov rozkladového pola N, ktoré
zachovavaji mnozinu F.

Galoisovu grupu f nad F budeme oznacovat Gal(f, F'). Vsimnime si,
ze Gal(f, F') zavisi nielen na f, ale aj na F. Galoisova grupa polynému
22 + 1 nad C je ind ako Galoisova grupa toho istého polynému nad R.

Ak ¢ € Gal(f, F'), tak podla 3.1 ¢ zobrazuje korene polynému f do
korenov polynému f. To znamend, ze na mnozine vSetkych korenov f
posobi ¢ ako permutacia. Naopak, ¢ je touto permutaciou jednoznacne
urcené. To je preto, lebo N je nad F' generované mnozinou korenov
polynému f. Dostavame tak nasledujice tvrdenie.

Veta 10.3. Grupa Gal(f, F') je izomorfnd s nejakou grupou permutdcii
na mnozine korenov polynomu f.

Slovné spojenie "nejakd grupa permutacii” znamend, ze moze st o
grupu vsetkych permutécii, ale aj nemusi. Vo vSeobecnosti nie kazdu
permutaciu korenov vieme dostat’ z nejakého ¢ € Gal(f, F).

Veta 10.4. Rdd Galoisovej grupy separabilného polynomu nad F sa
rovnd stupniu [N : F| jeho rozkladového pola.

D 6 k a z. Prvky Galoisovej grupy Gal(f, F') si vsetky automor-
fizmy N, ktoré zachovavaju F'. Inymi slovami, si to vsetky prediienia
identického automorfizmu F' — F. Ked pouzijeme Lemu 9.3, na pripad
N1 = Ny, dostéavame, zZe existuje [N : F| izomorfizmov N — N, ktoré
predlzuji identitu F — F. 1

Veta 10.5. Nech N je rozkladové pole separabilného polynomu f nad
F. Potom pre kazdé x € N\F existuje p € Gal(f, F) také, Ze p(x) # x.
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D 6 k a z. Oznacme
P={x € N|g(x)=x pre kazdé ¢ € Gal(f, F)}.

L'ahko sa overi, ze P je pole (porovnajte s Vetou 11.1) a F C P C N.
Potom [N : F] =[N : P]- [P : F]. Ale N je rozkladové pole pre f aj
nad P a Gal(f, F') = Gal(f, P), takze podla Vety 10.4 plati [N : F] =
[N : P]. Potom [P: F|]=1,teda P=F. 1

Uloha popisat’ Galoisovu grupu polynému f nad F' moze byt vypoc-
tovo velmi naroéna, a nebudeme sa nou vo vseobecnosti zaoberat. V
konkrétnych prikladoch (pri £/ C C) ndm vydatne pomoéze znalost
komplexnych koreniov polynému f.

Popiseme teraz Galoisovu grupu polynému f(z) = z* — 2 nad Q.
Tento polyném mé korene z1 = v/2, 1o = iv/2, 13 = —v/2 a 14 =
—iv/2. Rozkladové pole je N = Q(\‘Vﬁ, i). (Namiesto V2 tam moze
vystupovat’ aj hociktoré iné xy.) Kazdy automorfizmus ¢ € Gal(f, Q)
je uréeny tym, kam sa zobrazia v/2 a i. Podla 3.1 musf platit ¢(z,) €
{x1, 19, 23,24} a, kedZze i je korenom z* + 1, ¢(i) € {i,—i}. To nam
dava 8 moznych kombinécii. To, ze kazdé z nich sa naozaj realizuje
nejakym ¢ € Gal(f, Q) nie je trividlne, ale vyplyva z vety, ze rad (pocet
prvkov) grupy Gal(f, Q) sa rovnd stupnu rozsirenia [N : F], a ten je
8. (Polyném z* — 2 je nad Q ireducibilny, takze adjungovanim +/2
urobime rozsirenie stupnia 4, adjungovanim ¢ d'alSie rozSirenie stupna
2.) Vsetkych 8 automorfizmov je popisanych v nasledujicej tabulke.
Kazdy riadok zodpoveda jednému automorfizmu. V stfpcoch pod i a
x1 su zvolené hodnoty ¢(7) a ¢(x1), ostatné hodnoty si dopoé¢itané zo

vztahov p(z2) = @(i)p(x1), p(rs) = —p(x1), Y(xs) = —p(i)@(x1).

T1 X9 T3 T4

1

€ 7 r1 T2 T3 T4
Tl 1 Xy X3 T4 I
To| & X3 Ty T1 To
T3 1 Ty X1 T2 I3

S1 —1 T1 T4 T3 T2
S9 —1 To T1 T4 I3
S3 —1 T3 T2 T1 T4
S4 —1 T4 T3 T2 JI1

Vidime, ze permutécie na mnozine {x1, T2, x3, x4} presne zodpovedaji
symetriam Stvorca s vrcholmi xy, o, x3, 24, v ktorom vrchol z; je oproti
vrcholu z3. Teda Gal(f, Q) je izomorfna s Dj.
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Vsimnime si eSte, ze na mnozine {zy,xs, 23,24} existuje 24 per-
mutacii. 7 nich vSak iba naSich 8 urcuje automorfizmus pola N.
Zvysnych 16 sa realizovat nedd, napr. pre ziaden automorfizmus nemoze
platit o(x1) = 1, @(x3) = x9, kedZe x5 = —x;.

Cviéenie. Popiste Galoisovu grupu polynému z* — 2 nad polom

Q).
11. HLAVNA VETA GALOISOVEJ TEORIE
Hlavna veta Galoisovej tedrie je nasledujice tvrdenie.

Veta 11.1. Nech N je rozkladové pole polynomu f nad F'. Potom plati:
(i) Pre kazdé pole K medzi F a N (t.j. F C K C N) je G(K) =
{p € Gal(f, F) | ¢ zachovdva K} je podgrupa grupy Gal(f, F').
(ii) Pre kazdi podgrupu H grupy Gal(f,F') je P(H) = {z € N |
o(x) =z pre kazdép € H} pole medzi F' a N.
(iii) Priradenia P a G si navzdjom inverzné, t.j. P(G(K)) = K a
G(P(H)) = H pre kazdé H a K.

D 6 k az. (i) Podla Vety 10.1 je G(K) podgrupa Gal(f, F') dokonca
aj pre kazdi mnozinu K, nielen pre polia.

(ii) Treba overit, ze pre kazdé z,y € P(H) plati z +y € P(H),
vy € P(H), —x € P(H) a (ak * # 0) x=! € P(H). Vsetko toto je
Tahké.

(iii) Ak z € K, tak podla definicie G(K) plati, ze g(x) = « pre kazdé
g € Gal(f, F), a to znamena, ze z € P(G(K)). Tym sme dokazali, ze
K C P(G(K)). Podobne sa ukaze inklizia H C G(P(H)). Inklizia
P(G(K)) C K vyplyva z Vety 10.5, ked si uvedomime, ze N je rozk-
ladovym polom polynému f aj nad K. Dokaz inklizie G(P(H)) C H
sme vynechali. il

Takze existuje bijekcia medzi podgrupami Galoisovej grupy Gal(f, F')
a polami K medzi F' a N. Preskimame podrobne tito bijekciu na
priklade polynému f(x) = 2* — 2 nad Q.

Uz vieme, ze Gal(f, Q) je izomorfna s D4.Jej podgrupy st nasledovné.

(1) Go = {e}. Identita zachovava vietky prvky N = Q(v/2,1), takze
P(Gy) = N.

(2) G1 = {e,s1}. Automorfizmus s; posiela i do —i a u = v/2
nechava na mieste. Prvky N sa daju vyjadrit v tvare

T = ag + au + asu® + azu® + agi + agiu + agiu® + a7iu3,
a potom

s1(x) = ag + aju + asu? + asu® — aqi — asiu — agiv® — aziud.
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Preto s1(x) = z préve vtedy, ked a4y = a5 = ag = ay = 0. Dostdvame

P(Gl) = {ao + a1u + CLQU2 + a3u3 ’ g, ...,0a3 € Q} = Q(\Al/é)

(3) Gy = {e, s2}. Teraz s5(i) = —i, so(u) = iu, preto

59(x) = ag + ayiu — agu® — agiv® — agi + asu + agiv® + azu’.

Rovnost’ se(x) = z plati prave vtedy, ked a1 = as, ay = —as, ag =
—az, ay = —ay. Takze P(G3) pozostdva zo vsetkych prvkov tvaru
ao+ay (u+iu) +as(u® —iud) + agiu®. Toto sa d4 este zjednodusit. Ked
oznacéime w = u + iu, tak potom w? = 2iu?, w? = —2(u® — iu?), preto
1 1
P(GQ) = {Cl() +aw + ECLG’UJQ — §a3w3 | Qop, a1, as, 0g € Q} = Q(w)

Na toto sa dalo prist aj geometricky: s, meni z; a x5, preto sy za-
chovava w = x1 + x4, takze Q(w) C P(G3), ale medzi Q(w) a N ziadne
pole nie je (dimenzie!), musi platit rovnost.

(4) G3 = {e,s3}. Podobne ako v pripade (1) dostdvame P(G3) =
Q(iv/2).

(5) G4 = {e, s4}. Podobne ako v (2) dostaneme P(G4) = Q(t), kde
t:x1+x4:u—iu.

(6) G5 = {e,r2}. Do P(G5) budu patrit’ tie x € N, pre ktoré a; =
az3 = as = ay = 0. Preto

P(Gs) = {ao+asu’+asi+agiv® | ap, az, as, ag € Q} = Q(u?,i) = Q(V2,1).

Samozrejme, pole Q(v/2,1) sa da nad Q generovat aj jednym prvkom,
napriklad v/2 + i.
(7) G¢ = {e,r1,m2,73}. Uz vieme, ze ry zachovava prvky tvaru

Yy =ag+ asu? + aqi + agiu®.
Automorfizmus 7, (podobne r3) takyto prvok zobrazuje na
r1(y) = ag — agu® + a4i — agiu®.
Rovnost r1(y) = y nastane prave vtedy, ked as = ag = 0, takze
P(Gg) = {ao + aqi | ag,aq € Q} = Q(1).
(8) G7 = {e,ra, 51, 83}. Pre y ako v (7) dostavame
s1(y) = s3(y) = ag + azu”® — asi — agiv?,
odkial
P(G7) = {ag + ayu® | ag, ay € Q} = Q(V2).
(9) Gs = {e, 12, 59, 54}. Pre y ako v (7) dostavame

s2(y) = s4(y) = ap — CL2U2 — aql + a6iu2,
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odkial
P(Gg) = {CL(] + a6iU2 | Qo, Qg € @} = Q(Z\/ﬁ)
(10) GlO = G&l(f, Q) Podla Vety 105, P(Glo) = @

12. NERIESITELNOST ROVNIC 5. STUPNA

Pod riesenim polynomickej rovnice v radikdloch myslime najdenie
vzorca, ktory vyjadruje korene polynému pomocou jeho koeficientov
pouzitim operacii 4, -, —, : a /- Také riesenie bolo od antickych cias
zname pre polynomy 2. stupna, a od 16. storocia pre polynémy 3. a
4. stupna. Pre polynémy vyssich stuptiov sa také riesenie nenaslo, a
v 19. storoci dokazal E. Galois, Ze ani neexistuje. Jeho praca sa stala
zakladom tedrie grip.

V nasledujicom tvrdeni sa zaoberame rozkladovym polom binomic-
kého polynému 2™ — a nad F' C C. Oznacme

. 2r . 2m

J = COoS — 4+ 1s81ln —

n n

(primitivna n-t4 odmocnina z jednotky). Ak a = 1, tak korene polyno-
mu st j, j2,...,5"% Ak a # 1, tak zvolime Tubovolny korefi u a potom

ostatné korene sd uj, uj?,. .., uj" L.

Lema 12.1. Nech u je koreni polynomu f(z) = 2" —a nad F C C. Pred-
pokladagme, Ze j € F alebo u = j. Nech N O F(u) je lubovolné pole.
Oznacme G grupu vetkych automorfizmov pola N ktoré zachovdvaju F
a H grupu vsetkyjch automorfizmov N, ktoré zachovdvaji F(u). Potom
(i) H je normdlna podgrupa grupy G;
(i) faktorovd grupa G/H je komutativna.

D 6 k a z. Z nasich predpokladov vyplyva, ze F'(u) obsahuje vsetky
korene polynému f.

Je jasné, ze G a H su grupy a H C . Overime teraz normalnost.
Nech o € G, ¢ € H. Chceme dokdzat, ze a tpa patri do H, teda
ze zachovava vsetky prvky F'(u). Kazdy prvok F'(u) sa dé& vyjadrit v

tvare
T =ap+ au+ au® + -+ ay_qu”

pre nejaké n € N, ag, . ..,a, € F. PretoZe a zachovava F, dostdvame
a(z) = ag + aya(u) + aza(u)?® + - - + ap_ra(u)*

Podla 3.1 je «a(u) korenom f, takze podla predpokladu nasej lemy
a(u) € F(u). Potom ale a(x) € F(u). Pretoze ¢ zachovdva F(u),
dostavame ¢(a(z)) = a(x), a teda

a(pla(r)) = a Ha(z)) = =.
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Tym je ukonceny dokaz (i).
Prvky grupy G/H su triedy rozkladu ¢H, ¢ € G. Mame teda
dokazat’, ze pre vsetky ¢, ¢ € G plati

oH - H = yH - pH.

To nastane prave vtedy, ked oy H = ypH, teda ked automorfizmy ¢
a Y patria do tej istej triedy rozkladu podla H. Ekvivalentne, mame
overit’, Ze automorfizmus o = @19ty patri do H.

Najprv overime, ze p1p(u) = ¥p(u). Automorfizmy ¢ a 1 zobrazuji
u do korefiov polynému f. V pripade u = j to znamend, 7e p(u) = 5,
Y(u) = j' pre nejaké prirodzené k, [, a teda

p((w) = ¢(j") = (5)' = (") = 7" = d(p(w)).
V pripade j € F mame ¢(u) = uj*, ¥(u) = uj’ pre nejaké k,l € N,
takze
p((u) = p(uj') = p(u) - j' = uj*s' = uj™" = (p(u)).
V oboch pripadoch teda pip(u) = ¥p(u), a potom aj

a(u) = ¢ pv(u) = o7 Pp(u) = w.
Pre kazdé z = ag + a1u + a2u2 4+ anilun—l c F(u) potom
a(z) = ag + aja(u) + asa(u)? + - + ap_ra(u)" ' = 2.

Takze o zachovéva F(u), teda patri do H, ¢o sme cheeli dokézat. B

Veta 12.2. Nech fje polynom nad F' C C, ktory je riesitelny v radikdloch.
Potom jeho Galoisova grupa je riesitelnd.

D 0 k a z. Riesitelnost v radikaloch znamena, ze existuje postupnost
poli
F=KyCKiCKyC---CK,,

tak, ze K; 11 = K;(u;), kde w; je koren nejakého binomického polynému
nad K;, a ze K, obsahuje vSetky korene polynému f. Mozeme naviac
predpokladat’, ze vSetky wu; spiﬁajﬁ podmienku z predoslej lemy, teda ze
u; = j je primitivna n-t4 odmocnina z jednotky, alebo j € K;. Definu-
jme G; ako grupu vsetkych automorfizmov pola K, ktoré zachovavaju
K;. Dostavame retazec grup

Go2G1 DGy DG

Podl'a predchadzajicej lemy je G;,; normalna podgrupa G; a G;/G;.1
je komutativna. Grupa G, pozostava z jediného prvku (identita),
podla definicie je teda G riesitelna grupa.
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Grupa G, ale nemusi byt Galoisovou grupou polynému f. To je
preto, lebo K, nemusi byt rozkladovym pofom polynému f. Vo vseobec-
nosti je len N C K,,. (Rozkladové pole sme oznacili N.) Dolezité je,
ze kazdy automorfizmus ¢ € Gy mozno zuzit na N. Také ¢ totiz za-
chovédva F a korene f zobrazuje do korenov f. Takze ¢(x) € N pre
kazdé r € N a teda mozeme definovat’ automorfizmus

"t N—= N
predpisom ¢*(z) = (). Naopak, kazdy automorfizmus z Galoisovej

grupy je tvaru ¢* pre nejaké p € Gy. (To vyplyva z tvrdeni o predlzova-
ni.) Teda Galoisova grupa polynému f je

Hy ={¢" | ¢ € Go}-
Podobne, pre kazdé i nech H; = {¢* | ¢ € G;}. Retazec
Hy2> Hy 2 Hy D --- 2 H,

dokazuje, ze grupa Hj je riesitelna. il

Veta 12.3. Existuje polynom 5. stupna, ktorého Galoisova grupa nie
je riesitelnd.



