NAJVACSI SPOLOCNY DELITEL POLYNOMOV

Symbolom D(f) ozna¢me mnozinu vSetkych delitelov polynomu f. Da-
lej, nech D(f, g) oznaduje mnoZinu spolo¢nych delitefov polynémov f, g,
t.j. polynémov, ktoré sucasne delia f aj g.

Definicia Polynom d sa nazyva najvicsim spolo¢nym delitefom (NSD)
polynomov f, g ak

(i) d € D(f,9);
(ii) pre kazdé h € D(f,g) plati hld.

Teda spolo¢né delitele porovnavame relaciou |, podobne ako pri NSD
celych ¢isel: najvacsi spolo¢ny delitel je taky, zZe je delitelny vSetkymi ostat-
nymi spolo¢nymi delitefmi. Désledkom toho je, Ze najvacsi spoloény delitel
je uréeny jednoznacne iba az na asociovanost.

Veta 1. Pre kazdé dva polynomy f, g existuje ich NSD. Ten je urceny
jednoznacne azZ ma asociovanost a dd sa vyjadrit v tvare d = fu + gv pre
nejaké u,v € Flx].



Oznaéenie: Normovany NSD polynémov f a g budeme oznacovat’ (f, g).

V pripade, Ze (f,g) = 1 hovorime, Ze [ a g st nesidelitelné.
Na vypocet NSD existuje dobre zndma metdda, ktora sa nazyva Fukli-
dov algoritmus. Zaklada sa na nasledujicom tvrdeni.

Lema 2. Ak f = gp+ 2z (f,9,p,2 € Flz]), tak D(f,g9) = D(g,2).
Ndsledne, NSD polynémov f a g je taky isty, ako NSD polyndmov g a z.

Popis algoritmu: Predpokladajme, Ze st(a) > st(b). Podla Vety o
deleni so zvySkom najdeme p,z € Flz] tak, ze f = bp+ 2, kde z = 0
alebo st(z) < st(g). Ak z =0, tak NSD je g. Ak z # 0, tak hladame NSD
polynémov g a z. Vypocet sa nakoniec musi skonéit, lebo stupne zvyskov
stale klesaju.

Poznamka: Euklidov algoritmus sa da vyuzit aj na vyjadrenie NSD v
tvare d = fu + gv.

NSD mézeme definovat’ nielen pre dva polynémy, ale pre Tubovolny
pocet. Nech D(f1,..., fn) ozna¢uje mnozinu vietkych spolo¢nych delitelov
polynémov fi,..., fn.



Definicia Polynom d sa nazyva najviacsim spolo¢nym delitefom (NSD)
polynémov fi,...,f, ak

(1) dED(flvuwfn);
(ii) pre kazdé h € D(f1,..., fn) plati f|d.

Podobne ako v pripade dvoch polynémov sa da dokazat, ze NSD vzdy
existuje a je uréeny jednoznacne az na asociovanost. Na jeho vypocet mo-
Zeme vyuzit nasledujtce tvrdenie.

Lema 3. Nech d je NSD polynémov f1,...,fn. Nech e je NSD polyndémov
d a fn41. Potom e je NSD polynomov fi,...,fny1-

Na zaklade uvedenej lemy mozeme postupne vypocitat NSD 2 polyno-
mov, 3 polynémov, 4 polynémov, atd.

Definicia Polyném n sa nazyva najmensim spolo¢nym nasobkom (NSN)
polynémov f, g ak

(i) fln, gln;



(ii) pre kazdé h také, Ze alh, b|h plati nlh.

Na vypocet NSN nam slazi nasledujuce tvrdenie.

Veta 4 Ak (f,g) # 0, tak polynom

__Jg
(f,9)

je NSN polynémov f a g.
Kontrolny test

(7 bodov) :

1. Dva roézne polynémy nad nekoneénym polom
majua vzdy 1 NSD

maji vzdy nekonecne vela NSD



mozu mat 1 alebo nekonecéne vela NSD

nemusia mat Ziaden NSD

2. Dva roézne polynémy nad n-prvkovym polom

maji vzdy 1 NSD
maji vzdy n NSD
mozu mat 1 alebo n NSD

nemusia mat Ziaden NSD

3. Ak f #0, tak (0, f) (f normovany) sa rovna
vzdy 0
vzdy f

niekedy 0, niekedy f



4. Ak f # 1, (f normovany), tak (1, f) sa rovna
vzdy 1
vzdy f

niekedy 1, niekedy f

5. Nech p je NSD polynémov f, g, nech g je NSD polynémov f, g, h.
Potom

p deli ¢
q deli p

p nemusi delit ¢ ani ¢ nemusi delit p

6. Nech p je NSD polynémov f, g, nech ¢ je NSN polynémov f, g. Potom
p deli ¢



q deli p

p nemusi delit ¢ ani ¢ nemusi delit p

7. Euklidov algoritmus slazi na

rychle delenie polynémov
vypocet NSD dvoch polynémov

overenie existencie NSD

Ziskané body:

Uspesnost:





