1. AXxi6MY CELYCH CiSEL

Uvazujme mnozinu Z celych ¢isel s operdciami s¢itania a nédsobenia. Pre kazdé
x,y, 2z € Z plati:

r+(y+z2)=(@+y +2

x(y+z)=zy+zz, (y+2)r =yx + zx;
Ty = y;
1-z=ux;
(9) ak zy = 0 tak = = 0 alebo y = 0.
Splnenie podmienok (1)-(6) znamend, ze (Z,+,-) je okruh, podmienky (1)-(9)
hovoria, Ze je to obor integrity.
Z horeuvedenych podmienok sa daju odvodit’ aj dalsie zname vlastnosti, napriklad
z-0=0.
Na mnozine Z mame aj prirodzené usporiadanie <, ktoré méa nasledujice vlast-
nosti (pre kazdé z,y, z).

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) x(yz) = (zy)2;
(6)
(7)
(8)

(1) z <u;
(2) akz <yay<uzx, tak x =y;
(3) akx <yay<z tak x < z;
(4) ak x <y, tak o + 2z < y + z;
(5) ak x <y az>0,tak xz < yz;

Dalsia délezit4 vlastnost sa nazyva Princip dobrého usporiadania: Kazds neprézdna,
zdola ohranicend podmnozina mnoziny Z ma najmensi prvok.

Vyznam uvedeného principu spoc¢iva hlavne v tom, ze umoznuje robit dokazy
matematickou indukciou.

Vsetky vlastnosti uvedené v tomto odstavci budeme povazovat za zname a nebu-
deme ich dokazovat. (Dajd sa dokdzat v rdmci tedrie mnozin.)

2. DELITEL'NOST

Nech a, b su celé ¢isla. Hovorime, ze a je delitelné b (a piSeme bla) ak existuje
c € Z tak, ze a = be.

Vztah bla opisujeme tiez slovnymi spojeniami ”b deli a”, 7b je delitefom a”, ”a
je nasobkom b”.

L'ahko sa dokazu nasledujice vlastnosti reldcie deliteInosti:

(1) ala pre kazdé a;

2) 1|a pre kazdé q;
) a|0 pre kazdé a;
) Ola prave vtedy, ked a = 0;
) ak a|b a blc, tak a|c;
) ak a|b a alc, tak a|(b+ ¢);
) ak alb, tak a|bc pre kazdé c;
(8) ak a|b, tak b =0 alebo |a| < |b).

Symboly |al, |b| v (8) znamenaji absolitnu hodnotu. Vsimnime si, ze podla (4)
¢islo 0 je delitelné 0. (A ziadne iné &islo nulou delitelné nie je.)

Nasledujice dolezité tvrdenie je zndme ako Veta o deleni so zvyskom.
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Veta 2.1. Nech a,b € Z, b # 0. Potom existuji p,z € 7 tak, Ze
a=bp+z
a0 <z <|b|. Naviac, éisla p a z si urcéené jednoznacne.
D 6 k a z. Uvazujme najprv pripad b > 0 a postupnost
< —4b < 3D <2< b <0< <20 <3b <4b<Bb < ...

Je zrejmé, ze ¢islo a musi padnut do niektorého z intervalov (pb, (p + 1)b), teda
pb < a < (p+ 1)b. Polozme z = a — pb. Potom zrejme a = pb+z a2z > 0. V
nerovnosti a < (p + 1)b odéitame od oboch stran pb a dostaneme

z=a—pb<(p+1)b—pb=0b=1b.

Ak by bolo b < 0, tak potom ¢ = —b > 0 a podla predchadzajicej ivahy existuji
p,ztak, zea=cp+2a0<z<c Potoma=>b—-p)+zaz<lb=c

Tym sme dokazali existenciu ¢isel p a z. Ostava ukazat jednoznacénost. Pred-
pokladajme, ze a = bpy + 21 = bps + z2. Potom

bp1 — bpa = 22 — 21,
takze
b(pl —pz) =22 — 1.

To znamend, ze b deli zo — 2. Pritom ale |25 — 21| < |b| (preco?), takze podla (8)
musi byt zo — 21 = 0, teda 23 = 21 a z rovnosti b(p; — p2) = 0 dostdvame p; = ps.

Cisla p a z v predoslej vete sa nazyvaji podiel a zvysok. Samozrejme, z = 0
prave vtedy, ked b|a.

3. NAJVACS] SPOLOCNY DELITEL

Pojem delitela uz pozndme z predoslej kapitoly. Symbolom D(a) oznacme
mnozinu véetkych delitelov ¢isla a. Napriklad D(6) = {1,-1,2,—2,3,-3,6,—6}.
Dalej, nech D(a, b) oznacuje mnozinu spoloénych delitelov &isel a, b, t.j. ¢isel, ktoré
sicasne delia a aj b. Napriklad D(6,8) = {1, —1,2, —2}.

Definicia 3.1. Cislo d sa nazjva najvicsim spoloéngm delitelom (NSD) éisel a, b
ak

(i) d e D(a,b);

(ii) pre kazdé x € D(a,b) plati x|d.

Teda spolocné delitele neporovndvame reldciou <, ale reldciou |: najvaési spolocny
delitel je taky, ze je deliteIny vetkymi ostatnymi spoloénymi delitelmi. Dosledkom
toho je, ze najvacsie spoloctné delitele si dva. Napriklad NSD ¢isel 6 a 8 su ¢isla 2
ale aj —2. (Jedind vynimka je pripad a = b = 0, kedy jediny NSD je 0.)

Definicia samozrejme nezarucCuje existenciu nejakych NSD. Tu dostaneme az z
nasledujucej vety.

Veta 3.2. Pre kazdé dve celé c¢isla a, b ezistuje ich NSD. Ten je urceny jednoznacne
aZ na znamienko a dd sa vyjadrit’ v tvare d = au + bv pre nejaké u,v € 7.



D 6 k az. Pripad a =b = 0 je trividlny. Predpokladajme, Ze aspon jedno z Cisel
a, b je nenulové. Uvazujme mnozinu

A={x€Z|0<x=au+ bv pre nejaké u,v € Z}.

Pretoze aspon jedno z ¢isel a, b je nenulové, mnozina A je neprazdna. Okrem toho
je zdola ohrani¢end (¢islom 0). Podla principu dobrého usporiadania mnozina A mé
najmensi prvok. Tento najmensi prvok oznac¢me d. Ukazeme, ze d Spiﬁa podmienky
(i), (ii).

Pretoze d € A, d sa dé vyjadrit v tvare d = au + bv pre nejaké u,v € Z. Delme
¢islo a ¢islom d. Podla vety o deleni so zvyskom existuju p, z € Z tak, ze a = dp+z
a0 <z <d. Potom

z=a—dp=a-— (au+bv)p =a(l —up) + b(—vp).
Keby bolo z > 0, bol by to prvok mnoziny A. To ale nie je mozné, lebo z < d a d
bol najmensi{ prvok v A. Preto mus{ byt z = 0, ¢o znamen4, ze d|a.

Podobne by sa dokdzalo d|b, takze d € D(a,b), podmienka (i) je dokdzan4.

Dékaz (ii) je eSte jednoduchsi. Ak e € D(a,b), tak a = ep, b = eq pre nejaké
p,q € Z. Potom

d = au+ bv = epu + equ = e(pu + qv),
¢o znamena e|d.

K jednoznacnosti: ak dy aj dy st NSD éisel a, b, tak podla (ii) plati di|ds aj
do|dy. To znamend, ze |di| < |d2| aj |d2| < |di]|, takze di a dy maju rovnakd
absoltitnu hodnotu a mézu sa 1igit’ len znamienkom. W

Oznacenie: Nezaporny NSD ¢isel a a b budeme oznacovat (a,b).

V pripade, 7e (a,b) = 1 hovorime, Ze a a b st nesidelitelné.

Dokaz predoslej vety je tzv. existencény, ¢o znamend, ze neddva navod ako NSD
dvoch ¢isel ngjst. Na taky vypocet vSak existuje dobre znama metdda, ktora sa
nazyva Fuklidov algoritmus. Zaklada sa na nasledujicom tvrdeni.

Lema 3.3. Ak a =bp+ z (a,b,p,z € Z), tak D(a,b) = D(b,z). Ndsledne, NSD
¢isel a a b je taky isty, ako NSD éisel b a z.

D 6k az Ak z € D(a,b), tak = deli a aj b. Potom ale z deli aj z = a — bp,
takze x € D(b, z).

Opacne, ak y € D(b, z), tak y deli b aj z. Potom ale y deli aj a = bp + z, teda
y € D(a,b). I

Popis algoritmu: Predpokladajme, ze a > b. Podla Vety o deleni so zvyskom
ndjdeme p,z € Z tak, ze a = bp+ z, kde 0 < z < |b]. Ak z = 0, tak NSD je b.
Ak z # 0, tak hladdme NSD cisel b a z. Vypocet sa nakoniec musi skon¢it’, lebo
zvysky stéle klesaju.

Poznamka: Euklidov algoritmus sa da vyuzit aj na vyjadrenie NSD v tvare
d = au + bv.

NSD moézeme definovat’ nielen pre dve c¢isla, ale pre Tubovolny pocet. Nech
D(ay,...,ay) oznac¢uje mnozinu vsetkych spolo¢nych delitelov ¢isel ay,..., ay.

Definicia 3.4. Cislo d sa nazjva najvicsim spolocngm delitefom (NSD) éisel
ay,...,an ak

(i) d € D(ay,...,an);



(ii) pre kazdé x € D(aq,...,a,) plati x|d.

Podobne ako v pripade dvoch c¢isel sa da dokéazat, ze NSD vzdy existuje a je
urc¢eny jednoznacne az na znamienko. Na jeho vypocet mbézeme vyuzit nasledujiice
tvrdenie.

Lema 3.5. Nech d je NSD ¢isel ay,...,an. Nech e je NSD éisel d a any1. Potom e
je NSD cisel ay,...,Gp41.
Na zaklade uvedenej lemy moézeme postupne vypocitat NSD 2 ¢isel, 3 &isel, 4
Cisel, atd.
Nakoniec tejto kapitoly si nieco povieme o najmensom spoloénom ndsobku, ¢o je
pojem dudlny ku NSD.
Definicia 3.6. Cislo n sa nazjva najmensim spoloc¢nym ndsobkom (NSN) éisel a,
b ak
(i) aln, bln;
(ii) pre kazdé x také, Ze a|x, blz plati n|x.
Na vypocet NSN nam slizi nasledujiice tvrdenie.

Veta 3.7. Ak (a,b) # 0, tak cislo

je NSN éisel a a b.

D 6 k a z. Podmienky a|n, b|n vyplyvajd z rovnosti

n—a. by O
(a,b) (a,b)
Na dékaz (ii) predpokladajme = = ap = bq a pouzijeme vyjadrenie
(a,b) = au + bu.

Trto rovnost vynasobime x a dostaneme
x(a,b) = zau + xbv = bgau + apbv = ab(qu + pv),
odkial po vydeleni (a,b) vyplyva

T = (qu + pv) = n(qu + pv),

a
(a,b)
takze n|z. B

4. PRVOCISLA A VETA O ROZKLADE
Definicia 4.1. Celé ¢islo p > 1 sa nazgva prvocislo, ak je delitelné len ¢islami
13 _17p a —p.
Ekvivalentne, p > 1 je prvocislo, ak nie je si¢inom dvoch mensich kladnych ¢&isel.

Ak p > 1 nie je prvocislo, tak p sa nazyva zloZené.

Lema 4.2. Nech p,aq,...,a, € Z.
(i) Ak plaraz a (p,a1) =1, tak plaz;
(ii) Ak plajas...a, a p je proocislo, tak play pre niektoré k.



D 6 k az (i) Vychddzame z rovnost{ ajas = px, 1 = pu+ a1v (z,u,v € Z).
Druht z tychto rovnosti vynasobime ¢islom as a dostaneme

as = aspu + asa v = aspu + prv = plagu + xv),

¢o sme chceli dokazat.

(ii) Tvrdenie dokdzeme pre n = 2. (Na vSeobecny pripad sa to Tahko prenesie
matematickou indukciou.) Ak p je prvocislo a p|ajaz, tak si 2 moznosti: (p,a1) =p
alebo (p,a1) =1 (kedZze p nem4 iné kladné delitele). Prvd moznost znamend p|ay,
druhé (na zéklade (i)) plas. H

Teraz mozeme dokazat tvrdenie o rozklade, ktoré sa tiez nazyva Hlavnd veta
aritmetiky.

Veta 4.3. Kazdé celé ¢islon > 1 sa dd rozloZit’ na sucin prvocisel, a to jednoznacne
aZ na poradie ¢initelov.

D 6 k a z. Formulacia ”st¢in prvocisel” zahfia aj pripad, ze n je prvocislo, t.j.
”sucin” jedného prvocisla.

Existenciu rozkladu dokédzeme matematickou indukciou. Pre n = 2 tvrdenie
plati. Predpokladajme, ze n > 2 a ze tvrdenie plati pre vsetky m < n. Rozlisime
2 pripady. Ak m je prvocislo, tak tvrdenie pre n zrejme plati. Ak n je zloZené,
tak n = wv pre nejaké 1 < u,v < n. Podla indukéného predpokladu mame u =
P1---Pk, V=q1-..q, kde vietky p; aj ¢; su prvocisla. Potom

n=pi..-Pk-q1---4q
je hladany rozklad ¢isla n.
Ostéva dokédzat jednoznacnost. Predpokladajme, ze

n=pi1...-PL=4q1---41,
kde vsetky p; aj ¢; su prvocisla. Potom podla (ii) z predchadzajicej lemy p1|g;
pre nejaké j. Kedze p; aj q; su prvocisla, musi platit p; = ¢;. Teraz vyskrtneme
¢isla p1, q; z horeuvedenej rovnosti a ivahu opakujeme postupne pre pa, pa,..., Dn.
Tak kazdé p; "sparujeme” s niektorym gq;, takze uvedené rozklady sa mézu lisit' len
poradim ¢initefov. W

Poznamka Dokaz Zékladnej vety aritmetiky méa opét existencény charakter a
neddva navod ako rozlozit dané celé ¢islo (iny nez vyskusanie vietkych moznosti).
Pre malé ¢isla to nie je problém. Pre velké ¢isla vSak nie si zname ziadne efektivne
metédy rozkladu (faktorizdcie). Na tomto fakte sa zakladaji viaceré Sifrovacie
algoritmy.

Na rozklad malych ¢isel pouzivame zname kritéria delitelnosti a tiez nasledujice
jednoduché tvrdenie.

Lema 4.4. Ka#dé zloZené n md delitela 1 < k < /n.

D o6 kaz Mamen = ab, kde 1 < a, 1 < b. Predpokladajme a < b. Potom
n =ab > a?, takze a < /n. i

Existuje mnozstvo zaujimavych tvrdeni o prvocislach. My uvedme aspon nasle-
dujtce.

Veta 4.5. FExistuje nekonecne vel'a prvocisel.



D 6 k a z. Urobime dokaz sporom. Predpokladajme, ze prvocisel je konecne
vela, oznacme ich pq,...,p,. Potom ich mo6zeme vSetky vynasobit a uvazovat o
¢isle x = p1...pn + 1. To je potom c¢islo, ktoré nie je delitelné ziadnym prvocislom
(po delenf kazdym z nich ddva zvysok 1). Dostdvame tak spor s vetou o rozklade.

Zmalost’ prvociselného rozkladu mozno vyuzit pri hfadani NSD a NSN. Konkrétne,
nech ¢isla a a b maja rozklady
a=pi'py®...pp",
b=plpy...pp,
kde p1,...,pn si rozne prvocisla. (Pripistame, ze niektoré exponenty a; a §; moézu
byt 0, ¢o by znamenalo, Ze prislusné prvoéislo sa v rozklade nenachddza.) Potom
NSD cisel a, b mé rozklad

min{a1,81} min{a,,Bn }
Dy ... Py

p
a NSN

prlnaX{ahm} . pmax{an,fn}

2% .

V $pecidlnych pripadoch tato metéda moéze byt rychlejsia nez Euklidov algorit-
mus. Vo vSeobecnosti je ale ndjdenie prvoéiselného rozkladu vypoctovo podstatne
zlozitejsie nez vypocet NSD.

5. KONGRUENCIE
Nech a,b,m € Z, m > 0. Hovorime, ze a je kongruentné s b modulo m, a piSeme

a=b( modm),

ak m deli a — .
Pri m # 0 je to ekvivalentné s podmienkou, zZe ¢isla a a b ddvaju pri deleni m
rovnaky zvysok. Skutocne, podla Vety o deleni so zvyskom mame
a=mp1+21, b=aps+ 29,
odkial
a—0b=m(p1 —p2) + (21 — 22),
takze a — b je delitelné m prave vtedy, ked z; — zo je delitelné m, a to je prave
vtedy ked 21 — 20 =0,lebo —(m — 1) <2y — 25 <m — 1.
Kongruencia modulo m je pre kazdé m reldciou ekvivalencie, ¢o znamend, ze je
a) reflexivna: @ = a ( mod m) pre kazdé a € Z;
b) symetrickd: ak a = b ( mod m), tak b =a ( mod m);
¢) tranzitivna: ak a =b ( mod m) ab=c¢ ( mod m), tak a = ¢ ( mod m).
Prakticky si to treba predstavovat’ tak, ze kongruencia modulo m # 0 rozdeli
mnozinu Z na m casti, podla toho, ktoré ¢isla davaju pri deleni m aky zvysSok.
Cisla, ktoré patria do tej istej skupiny, st navzéjom kongruentné. (Samozrejme,
rozne m rozdelia Z réznym sposobom.)
Kongruencie modulo 0 a 1 si podl'a definicie pripustné, ale nie velmi zaujimavé:
a =b ( mod 1) plati vady (vSetky ¢isla si v 1 skupine), zatial ¢o a =b ( mod 0)
plat{ len pre a = b (kazdé ¢islo je v inej “skupine”).
Samozrejme, a = 0 ( mod m) préave vtedy, ked m|a.
Pravidla pre pocitanie s kongruenciami si zhrnuté v nasledujicom tvrdeni.



Veta 5.1. Pre kazZdé a,b,c,d,n,m € Z, m,n > 0 plati:
(i) adka=b( modm) ac=d ( modm), taka+c=b+d ( mod m);
aka=b( modm), taka+c=b+c( modm);

)
)
v) ak a=b ( mod m), tak ac = be ( mod m);
) aka=b( modm), tak a™ = b™ ( mod m).
D6 kaz (i) Ak m delf a —b aj ¢ — d, tak potom deli aj (a +¢) — (b+d) =
(a—b)+ (c—d).
(ii) To je Specidlny pripad (i), lebo ¢ = ¢ ( mod m).
(iii) Plati
ac —bd = ac —be+ be — bd = (a — b)c+ b(c — d).
Preto ked m deli a — b aj ¢ — d, tak deli celt pravi stranu, a teda aj ac — bd.
(iv) To je Specidlny pripad (iii), lebo ¢ = ¢ ( mod m).
(v) Toto vyplyva z (iii) pomocou matematickej indukcie. (Kongruenciu a = b (
mod m) nasobime n-krat sami so sebou.) ll

Uvedené pravidld mozno vyuzit napriklad na tzv. moduldrne umocriovanie.
Priklad Vypocitame zvysok po deleni ¢isla 5222 éislom 11. Pouzijeme kongru-
enciu modulo 11 a dostavame

5222:(52)111 :25111 E3111 :(33)37:27375537:
=258 .5=38.5=97.5=50.5=953.5=3%.5=
=27-5=5.-5=25=3,

takze hladany zvysok je 3.
Teraz si ukdzme pravidld pre kratenie kongruencii.

Veta 5.2. Nech a,b,c,m € Z, ¢ # 0, m > 0.
(i) Ak ac=bc ( mod mc), tak a =b ( mod m).
(ii) Ak ac=bc ( mod m) a (m,c) =1, taka=b ( mod m).

D 6 k az. (i) Ak ac — bc je delitelné me, tak ac — bc = mex pre nejaké x € Z,
potom a — b = mz, takze a = b ( mod m).

(ii) Z podmienky (m,c) = 1 dostdvame, ze 1 = mu + cv pre nejaké u,v € Z.
Dalej méme predpoklad ac — bc = ma pre nejaké € Z. Prvii rovnost’ vyndsobime
a — b a dostaneme

a—b=(a—0b)(mu+cv) =amu— bmu+ acv — bcv = amu — bmu + (ac — be)v =

= amu — bmu + mzv = m(au — bu + zv),
takze m deli (a —b). il

Nasledujuce tvrdenie je zndme ako Mald veta Fermatova (MVF).
Veta 5.3. Pre kazdé prvocislo p a kazdé n € Z plati
n? =n ( mod p).
Naviac, ked (p,n) =1, tak

n?P~'=1( mod n).



D 6 k a z. Druha kongruencia vyplyva z prvej po vykrateni n. Prva sa lahko
dokaze pre p = 2, lebo n? —n = n(n — 1) je sicin dvoch za sebou idtcich celych
¢isel, a teda musi byt delitelny 2.

Predpokladajme teraz p # 2, takze p je neparne. Kongruenciu n? = n ( mod p)
staci dokézat pre nezdporné n, lebo (—n)?—(—n) = —(n? —n). (Tu treba neparnost
p.)

Pouzijeme matematickt indukciu podla n. Pre n = 0 je tvrdenie zrejmé. Pred-
pokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre n = k, teda ze

kP — k je deliteIné p.
Chceme dokazat, ze
(k+1)P —(k+1) je delitelné p.

Podla binomickej vety mame

(k+1)?=kp+(f)k?‘lJr(g)kp—2+---+(pfl)k+1.

Binomicky koeficient je definovany ako

Teraz prichadza najdolezitejsi myslienkovy krok. Pretoze p je prvocislo, nemoze sa
v horeuvedenom zlomku vykratit (v menovateli st len éisla od 1 do p — 1), takze
vSetky tie binomické koeficienty (i = 1,...,p — 1) st delitelné p. Preto

(k+1)P =k +pxr+1
pre nejaké x € Z a potom
(k+1)P—(k+1)=k4+pr+1—-k—-1= (k" — k) + pz,
¢o je deliteIné p, lebo podla indukéného predpokladu je kP — k delitelné p. W

Spolu s technikou moduldrneho umocnovania poskytuje Mald veta Fermatova
moznost efektivneho testovania prvociselnosti. Pre velké éisla p (povedzme radu
10%99) priame testovanie prvoéiselnosti (delenfm) presahuje moznosti aj najrychlej-
sich pocitacov. Efektivne vSak vieme zistit, ¢i pre zvolené n plati n? = n ( mod p).
Ak taka kongruencia neplati, mdme istotu, ze p je zlozené. (Ale nezistime tym
jeho rozklad!) Ak kongruencia plati, mdme aspon 50% pravdepodobnost, ze p
je prvocislo. (Pre niektoré p tento odhad celkom neplati a treba pouzit trochu
zlozitejsie metddy.). Opakovanim tohoto testu sa moze istota prvoéiselnosti priblizit
Tubovolne blizko k 100%.

Tieto okolnosti uvadzame preto, lebo maju prakticky vyznam. Velké prvocisla
sa Casto vyuzivaju v Sifrovacich algoritmoch a pocitacovej bezpecnosti.

7 druhej strany, ak vieme, ze modul je prvocislo, Mala veta Fermatova urychli
moduldrne umociiovanie. Zopakujme vypoéet 5222 modulo 11. Pre p =11, n =5
nam MVF dava

5'=1( mod 11).
Po umocneni na 22 dostadvame

5220 =120 =1 ( mod 11),



takze
572 =5220.52=1.25=25=3,
¢im sme dospeli k rovnakému vysledku ako predtym.

6. LINEARNE KONGRUENCIE A DIOFANTICKE ROVNICE

Linearna kongruencia je vztah
ax =b ( mod m)
s neznamou x a danymi a,b, m € Z. Celé ¢isla z, ktoré vyhovuju tejto kongruencii
nazyvame rieSeniami.
Veta 6.1. Kongruencia axz =b ( mod m) md riesenie prdve vtedy, ked d = (a,m)
deli b. Riesenim su prdve tie x € Z, ktoré splnaji podmienku

T = gu( mod %),

kde d = au+mv (u,v € Z).
D 6 k a z. Predpokladajme, Ze x je rieSenie, teda
ar —b=my

pre nejaké y € Z. Potom
b a m
i=a" "’
je celé ¢islo, teda d deli b. Dalej, rovnost az — b = my vynésobime ¢islom u a
dosadime au = d — mu:
auxr — bu = myu

(d —mv)z — bu = myu

dz — bu = m(vz — yu).
Vydelime d:

b m
T = ou= E(UI — yu).
Zistili sme, ze x — gu je delitelné 7, teda plati
T = gu ( mod %)
Opa¢nym smerom, predpokladajme, ze d|b a x = %u ( mod %). Chceme
dokdzat, ze ax = b ( mod m). Médme
b m
T = U=y

pre nejaké y € Z. Potom

ax—b= a(gu—l—my)—b = é(d—mv)—i— may—b = é(—mv)—&—@ay =mZ= bv.
d d d d d d d

(Opét sme dosadili au = d — mv.) Pretoze “y%;b” je celé ¢islo (a aj b st delitelné

d), je ax — b delitelné m, ¢o sme mali dokézat. Wl

Riesenie linedrnych kongruencii ilustrujeme na priklade

152 =7 ( mod 37).
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Plati (15,37) = 1, Euklidovym algoritmom dostaneme 1 = 15-5—37-2, teda v = 5
a kongruencia ma rieSenie

x=T7-u=235( mod 37).
Veta o deleni so zvyskom dovoluje zapisat rieSenie aj v parametrickom tvare
x=37k+35, kecZ
Ako priklad linearnej kongruencie, ktord nema rieSenie uvedme
21z =16 ( mod 33).

Skutocne, (21,33) = 3 a 3 nedel{ 16.

Diofantické rovnice si vo vSeobecnosti rovnice s viacerymi nezndmymi, kde
hladdme celoc¢iselné riesenia. My sa budeme venovat iba najjednoduchsiemu typu,
a to su linedrne rovnice s dvoma neznamymi. Pri rieSeni takych rovnic sa uplatnia
linearne kongruencie. Postup ukéazeme na priklade.

Hladajme celociselné riesenia rovnice

18z — 23y = 10.
Vyjadrime
23y +10
18

Pretoze x ma byt celé ¢islo, musi 23y + 10 byt delitelné 18, ¢o sa da vyjadrit
kongruenciou
23y = —10 ( mod 18),
ktora ma rieSenie
y=16 ( mod 18).
Parametricky tvar y = 18k + 16 nam teraz dovoluje dopocitat x:

v 23(18k +16) +10 23 - 18k + 378
- 18 - 18
Takze rieSenim pdvodnej rovnice su vsetky dvojice tvaru [23k + 21, 18k + 16], kde
k € Z. Napriklad pre £ = 0 mame riesenie x = 21, y = 16, volba k = —1 dava
T=-2,y=-2.

= 23k + 21.

7. PoLia

Pole je mnozina F'| na ktorej st definované bindrne operdcie @ a © (s¢itanie a
ndsobenie), pricom plati:
1) 2@y =y ®x pre kazdé z,y € F;
2@ (ydz)=(r®y)® z pre kazdé z,y,z € F;
existuje o € F také, ze © ® o = x pre kazdé x € F;
pre kazdé x € F existuje y € F také, ze x &y = o;
2O yoz)=(rOy) Oz pre kazdé z,y,z € F;
zOY®2) =20y d(x0z2), (ydz)0r=(yoOz)® (2O ) pre kazdé
z,y,z € F}
(7) Oy =y ©®x pre kazdé x,y € F;
(8) existuje j € F také, ze j ©@ x = x pre kazdé = € F;
(9) pre kazdé x € F \ {0} existuje y € F takéze z ©y = j.

(
(2
(3
(4
(5
(6

N —
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Prvok o z axiémy (3) sa nazyva nulovy prvok a vo vacsine pripadov (vtedy ked
@ a O su obvyklé s¢itanie a ndsobenie) to bude ¢islo 0. Podobne, prvok j z axiémy
(8) sa nazyva jednotkovy prvok a vo vacsine pripadov to bude éislo 1. Prvok y z
axiémy (4) sa nazyva opacny ku x a oznac¢uje —x. Pomocou opa¢nych prvkov sa v
poli definuje odéitanie. Prvok y z axiémy (9) sa nazyva inverzny ku © a oznacuje
x~1. Pomocou inverznych prvkov sa v poli definuje delenie. V&imnime si, ze (9)
Ziada existenciu inverzného prvku len ku nenulovym z. (Nulou sa ned4 delit'!)

Axiémy (1),(2),(5), (6), (7) maji svoje pomenovania zndme zo Skolskej matem-
atiky.

Veta 7.1. Mnozina Q raciondlnych ¢isel s obvyklymi operdciami sc¢itania a ndsobenia
tvort pole.

D 6 k a z. Na ukdzku dokazeme distributivny zdkon, ostatné ponechame ako

cvicenie. Vyuzivame vlastnosti celych cisel, uvedené v 1. kapitole. Takze nech
P r t
r=—, y=-, z=—
q s U

su racionalne ¢isla, t.j. p,q,r, s,t,u € Z. Potom
_pru+st  pru+pst

z(y+2z) = )
q su qsu

8 t ru + pst
vy e = T P prutpst
qs qu qsu

teda z(y + 2) = xy + 2z B

Veta 7.2. Mnozina R redlnych cisel s obvyklymi operdciami séitania a ndsobenia
tvort pole.

Dokaz uvedenej vety si vyzaduje preciznu definiciu redlnych ¢isel, ktora patri
skor do matematickej analyzy nez algebry, preto ho neuvddzame. Na druhej strane,
pomocou tejto vety moézeme dokézat nasledujucu.

Veta 7.3. Mnozina C komplexngch ¢isel s obvyklymi operdciami séitania a ndsobenia
tvort pole.

D 6k az. Opéat na ukazku dokazeme platnost asociativneho zédkona pre nasobenie
a zékona o inverznych prvkoch.

Nech x = a+bi, y = c+di, z = e+ fi si komplexné ¢isla, teda a,b, c,d, e, f € R.
Pri nasledujicich dpravach vyuzivame fakt, ze redlne ¢isla tvoria pole a teda spiﬂajﬁ
prislusné zdkony:

xz(yz) = (a+bi)(ce—df +cfi+dei) = ace—adf —bef —bde+ (acf +ade+bce—bdf )i,
(zy)z = (ac—bd+adi+bci)(e+ fi) = ace —bde— adf —bef + (acf — bdf +ade+bee)i,
takze z(yz) = (xy)z.
Dalej,
1 1 a—bi a—bi

atbi atbi a—bi a2+b?

takze komplexné ¢islo
a n -b .
1
(12 + b2 a2 + b2
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je inverzné ku a + bi. i

Existuje nekoneéne vela dalsich prikladov ¢iselnych poli. Uvedme z nich aspon
nasledujuci.

Nech Q(v/2) je mnozina vsetkych redlnych éisel, ktoré sa daji zapisat v tvare
a+ bv2, kde a,b € Q. Lahko mozno overit, ze Q(v/2) s obvyklym scitanim a
nasobenim je pole. (Vyuzitim faktu, ze Q je pole. Zékon o inverznych prvkoch sa
dokdze podobne ako pre komplexné ¢isla.)

Prejdeme teraz k dolezitému prikladu, ktorym je pole zvyskovych tried. Pre
n > 0a0 <k <n nech k, ozna¢uje mnozinu vSetkych celych ¢isel, ktoré pri deleni
¢islom n davaju zvysok k. Teda

kn={nz+k|zecZ}.

Napriklad
35=4...,-7,-2,3,8,13,18,... }.
Mnozina
Zp =404,15,20n,...,(n— 1)}
sa nazyva mnozinou zvysSkovych tried modulo n. Je to teda m-prvkovd mnozina,
ktorej prvkami si mnoziny 0,,...,(n — 1), - tym hovorime zvyskové triedy.

Na mnozine Z,, definujeme operécie s¢itania a nasobenia pomocou reprezentan-
tov. Triedy k, a l, s¢itame tak, Ze z nich vyberieme reprezentantov x € k,, y € I,
a zistime, do ktorej zvyskovej triedy patri sicet z+y (t.j. ndjdeme zvysok po deleni
¢isla ¢ + y ¢islom n). Zo zdkladnych vlastnosti kongruencii{ vyplyva, ze vysledok
nezavisi na vybere reprezentantov. Najjednoduchsie je zvolit z = k a y = [, ale
nutné to nie je.

Podobne postupujeme pri definicii si¢inu. Suéinom k, - [, bude ta zvyskova
trieda, do ktorej patri zy.

Na ilustraciu uvedme tabulky pre nasobenie v Zs. Kvoli prehladnosti v nich
vynechavame index 5 v oznaceni zvyskovych tried.

B> w N~ O+
N~ Ok W w
W N = O |

=W N = OO
O W N
= O W NN

W~ o -
oo oo oo
I ey e
[N ORI
O R W Of
— N R O

Veta 7.4. Mnozina Z, s uwedenymi operdciami spliia podmienky (1)-(8) z definicie
pola, pre kazdé n > 1. Podmienka (9) je splnend v Z, prave vtedy, ked n je
prvocislo.
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D 6 k az. Platnost podmienok (1)-(8) v Z,, vyplyva z platnosti tychto podmienok
v Z. Napriklad k,, 4+ l,, = l,, + k,, plati preto, lebo k +1 =1+ k, takze ¢isla k + 1 a
l 4+ k patria do tej istej zvyskovej triedy.

Pozrime sa podrobnejsie na podmienku (9). (T4 totiz v Z neplatil) Mame
zvyskovu triedu a,, € Zy, a, # 0,. Hladame zvyskovu triedu y, tak, aby a, -y, =
1,. To znamend, ze chceme, aby ¢islo ay davalo pri deleni n zvysok 1. To jest,
méame kongruenciu

ay=1( mod n).
A teraz: ak n je prvocislo, tak (a,n) =1 (leboa € {1,...,n—1}) a podla Vety 6.1
mé horeuvedend kongruencia rieSenie - existuje inverzny prvok. Naopak, ak n nie
je prvocislo, tak mozeme zvolit a tak, aby (a,n) # 1, a vtedy kongruencia nemd
rieSenie - ku takému a,, nebude existovat inverzny prvok.

Takze ak n je prvocislo, Z, je pole. Dava nam to nekonecéne vela novych
prikladov poli (tentoraz s koneénym poc¢tom prvkov).

Ak n nie je prvocislo, tak Z, nie je pole. Splnenie (1)-(8) v8ak znamens, ze Z,
je okruh (presnejsie, komutativny okruh s jednotkou).

8. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Pod ststavou linedrnych rovnic (SLR) nad polom F rozumieme systém rovnic
tvaru

a1171 + a12T2 + 1373 + - - + A1, Ty = by
a21T1 + Q22T + A23T3 + -+ - + A2 Ty = bo
a3171 + 3272 + azzx3 + - - + a3pTy = b3
(1)
Am1%1 + GmaT2 + Gm3T3 +  + + AnnTn = b,

kde a;;,b; € F volame koeficienty sdstavy, a x1,...,%, si symboly oznacujice
nezname.

Vsimnime si, ze pocet rovnic a pocet neznamych nemusi byt rovnaky.

Za rieSenie takejto sistavy povazujeme kazdu n-ticu (¢1,...,t,) prvkov z F,
ktoré po dosadeni z; =t;, i1 =1,...,n spiﬁajﬁ uvedené rovnice. Takych n-tic moze
existovat aj viac, alebo nemusi existovat ziadna, preto hovorime o mnozine rieseni.

Uvedent SLR budeme riesit pomocou algoritmu, ktory sa nazyva Gaussova
eliminaénd metoda. MySlienkou tejto metdédy je, ze pomocou vhodnych tprav
budeme znizovat pocet neznamych v rovniciach, az nakoniec (v idedlnom pripade)
dostaneme rovnicu s jednou neznamou.

Budeme pouzivat nasledujice tpravy:

(Ul) vymena poradia rovnic;

(U2) vyndsobenie rovnice nenulovou konstantou;

(U3) pripocitanie l'ubovolného ndsobku niektorého riadku k inému riadku;

(U4) vynechanie nulovej rovnice (t.j. takej, ktorej vSetky koeficienty st 0).

Tieto upravy volame ekvivalentné, pretoze plati
Veta 8.1. Upravy typov (U1)-(U4) nemenia mnoZinu rieSend sustavy.

D 6 k a z. Pre (Ul) a (U4) je tvrdenie trividlne. Dokédzeme tvrdenie pre
(U3). ((U2) sa dokéze podobne.) Predpokladajme, Ze mdme SLR v podobe ako na
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zaciatku tejto kapitoly. Teraz ku k-tej rovnici pripocitajme c-ndsobok j-tej (k # 7).
Dostaneme tym novia SLR, v ktorej sa povodna k-ta rovnica
ap1Z1 + ap2T2 + ag3T3 + - + AppTn = by
zmenila na
(ak1 + caji)xi + (ape + cajo)ze + - - + (apn + cajn)xy, = by + cb;.
Ostatné rovnice sa nezmenili. (j-td sme ndsobili ¢ iba “v duchu”.) Nech teraz
(t1,...,t,) je rieSenie povodnej SLR. Této n-tica teda spliia j-ti aj k-tu rovnicu
p6vodnej SLR, takze
ajltl + ajgtg =+ aj3t3 —+ -4 ajntn = bj
agity + agaa + ak3s + -+ + AppTn = by.
Ked prvi z tychto dvoch rovnosti vyndsobime ¢ a pripo¢itame ku druhej, dostaneme
(akl + cajl)tl + (akg + Cajg)tg + e + (akn + cajn)tn = bk + ij,

¢o znamend, ze (t1,...,t,) vyhovuje aj zmenenej k-tej rovnici.

Tym sme ukdzali, ze pri iprave typu (U3) sa ziadne rieSenia nestratia. Nemdzu
ale ani pribudnit. To vyplyva napriklad z toho, Ze uprava typu (U3) je vratnd:
od novej SLR sa mozeme vratit ku pévodnej zase pouzitim dpravy typu (U3) (len
treba zobrat’ —c namiesto ¢). A pri tom névrate sa tiez ziadne rieSenia nestratia. Hl

Kvoli prehladnosti je obvyklé namiesto SLR v podobe ako na zaciatku tejto
kapitoly pracovat s obdlznikovou tabulkou

ain G2 a3 ... Qip | b
a1 G2 Q23 ... Q2 | bo
a1y asz2 azz ... asp | b3
Gmil  Gm2 Gm3 ... Gmn | by

ktord volame rozsirend matica sustavy, a po vynechani posledného stfpca matica
sustavy. Ekvivalentné upravy SLR teraz zodpovedaju operaciam s riadkami tejto
matice. A tieto ipravy budeme robit tak, aby sme maticu upravili na tzv. Gaussov
tvar v zmysle nasledujicej definicie.

Definicia 8.2. Pivotom riadku matice rozumieme prvy nenulovy prvok tohoto ri-
adku. (Nulové riadky pivot nemaji.) Hovorime, Ze matica je v Gaussovom tvare,
ak plati
(i) matica nemd nulovy riadok;
(ii) ak ajp je pivot j-tého riadku a arq je pwot k-tého riadku, pricom j < k,
tak p < q.

Nézorne, podmienka (ii) znamend, Ze rovnica, ktord je nizsie, mus{ mat pivot
viac napravo. Specidlne, ziadne dva pivoty nesmu byt pod sebou.

Veta 8.3. Kazdd matica sa pomocou ekvivalentnijch dprav upravit’ na Gaussov tvar.

Dokazom uvedenej vety je algoritmus, ktory teraz popiSeme. Jeho myslienka je,
ze "robime poriadok po stipcoch”.

1. Zistime, ¢i nejaky riadok mé pivot v prvom stfpci. Ak &no, tak vymenou
dosiahneme, aby to bol prvy riadok. Potom pouzitim (U3) dosiahneme, aby vsetky
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dalsie riadky mali v prvom stfpci 0. Konkrétne, ku k-tému riadku pripocitame
(fg—ﬁ)—nésobok prvého.

2. Ak by v prvom stfpci nebol ziaden pivot (t.j. sd tam samé nuly), nemusime
robit’ ni¢ - stipec je v poriadku.

3. Po vykonani horeuvedenych krokov urobime tu istd procediru s druhym
stipcom, nasledne s tretim a dalsimi, az dostaneme Gaussov tvar. Ak sa v priebehu
vypoctu vyskytne nulovy riadok, tak ho vynechame.

Cely postup si predvedieme na priklade. Uvazujme SLR nad R s maticou

0O 0 -1 1 2
1 -2 —4 1 0
2 -4 0 -=-3|-10
3 -6 -5 —-1] =8
Vymenime prvé dva riadky.
-2 —4 1 0
0o -1 1 2
-4 0 =3|-10
-6 -5 —-1]| -8

W O

Pomocou pivota prvého riadku teraz vynulujeme pivotov ostatnych riadkov. Preto

a) (—2)-ndsobok prvého riadku pripo¢itame ku tretiemu;
b) (—3)-nasobok prvého riadku pripoc¢itame ku stvrtému.

Vsimnime si, ze prvy riadok sa pri tychto upravach nezmeni.

1 -2 -4 1 0
0 0 -1 1 2
0 0 8 —=5|-10
0o 0 7 —-4| -8

Teraz by sme mali podobnym sposobom spracovat druhy stipec. Nastal vsak
zvlastny pripad, ze v tomto stlpci nie je ziaden pivot. Preto prejdeme ku tretiemu
stlpcu. Tam su az tri pivoty, zostat moéze iba jeden. Preto

a) 8-nasobok druhého riadku pripocitame ku tretiemu;
b) 7-nasobok druhého riadku pripo¢itame ku Stvrtému.

1 -2 -4 110
0 0 -1 1|2
0 O 0 3|6
0 0 0 3|6

Zostali ndm eSte dva pivoty vo Stvrtom stfpci, jeden treba vynulovat. Preto (—1)-
nasobok tretieho riadku pripo¢itame ku stvrtému. Tym sa ale stvrty riadok tplne
vynuluje, takze ho vynechdme. Dostali sme maticu v Gaussovom tvare

1 -2 -4 110
0 0 -1 1]2
0 0 0 3|6

Po tuprave na Gaussov tvar uz vieme popisat mnozinu rieseni SLR. Mozu nastat
nasledujice pripady.
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1. SLR obsahuje sporny riadok, t.j. taky, ktory ma pivot na pravej strane. Taky
riadok zodpoveda rovnici

0z 4+ 0xo + -+ + 0x, = b # 0.

Také rovnica zrejme nemdze byt splnend pre ziadne x1,...,x,, takze SLR nema
rieSenie.

2. SLR nebsahuje sporny riadok a pocet riadkov sa rovna poctu nezndmych.
Takémuto Gaussovnu tvaru hovorime trojuholnikovy tvar. SLR méa vtedy jediné
rieSenie (t1,ts,...,t,), ktoré ndjdeme “odzadu”: z poslednej rovnice vypocitame
tn, z predposlednej potom t,,_1, atd.

3. SLR neobsahuje sporny riadok a pocet riadkov je mensi ako pocet neznamych.
Pocet rieSeni teraz zavisi od rozdielu medzi poc¢tom riadkov a neznamych, a tiez
od pola F. (Nad koneénym polom musi byt pocet rieseni kone¢ny.) Mnozinu
rieSeni mozeme popisat pomocou parametrov. Tie stfpce, v ktorych nie je pivot,
zodpovedaju tzv. volnym nezndmym - mozeme ich volit Tubovolne. Hodnoty
ostatnych premennych potom dopoc¢itame podobne ako v bode 2.

Vratme sa teraz k ndsmu pripadu. Dostali sme Gaussov tvar, v ktorom nie je
spornd rovnica, a kde si 3 riadky a 4 nezname. Nastal teda pripad 3. Neznama xo
je voIna, moéze nadobudnut akukolvek hodnotu xzo =t € R. Z tretej rovnice teraz
dostaneme x4 = 2, z druhej potom z3 = 0 a z prvej 1 = 2t — 2. Mnozina rieSeni
SLR je

{(2t — 2,t,0,2) | t € R}.

9. PERMUTACIE

Permutdcia na mnozine A je bijektivne zobrazenie A — A. My sa budeme
zaoberat pripadom A = {1,2,...,n}. Mnozinu vSetkych permutécii na {1,...,n}
oznacujeme S,,. Tato mnozina mé n! prvkov.

7Z rozsiahlej tedrie permutécii sa budeme venovat iba jednej otdzke: parnosti.

Definicia 9.1. Dvojicai < j sa nazgva inverzia permudcie ¢ € Sy, ak p(i) > ©(j).
Permudcia ¢ sa nazgva pdrna, ak md pdrny pocet inverzii; v opacnom pripade sa
nazyva neparna.

Pocet inverzii permutdcie ¢ budeme oznacovat i(y).
Permutécie budeme zapisovat ako matice s dvomi riadkami. V prvom riadku su
¢isla od 1 do n, v druhom st postupne dodnoty (1), ¢(2),...,¢(n). Napriklad

1 2 3 4 5
( 5 1 3 2 4 )
popisuje permutdciu m € S5 takui, ze w(1) = 5, n(2) = 1, n(3) = 3, n(4) = 2,
m(5) = 4. Jej inverzie su 1 < 2,1 < 3,1 < 4,1 < 5,3 <4, teda i(7) =5, ide teda o
permutéaciu neparnu.
Casto je uzitocné aj ekvivalentnd charakterizdcia parnosti, ktord sa zaklada na

skladani transpozicii. Transpozicia je permudcia, ktord meni dva prvky a vsetky
ostatné nechava na mieste. Napriklad

1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

je transpozicia, ktord meni 2 a 4.
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Permutécie sa funkcie, takze ich mozeme skladat. Zlozenie dvoch permutéacii
znamend, ze mnozina {1, ..., n} sanajprv permutuje (premiesa) jednou permutéciou,
potom druhou. D’ahko sa ukaze, ze kazda permutacia je zlozenim transpozicii.
Napriklad vyssie uvedend permutacia 7w je zlozenim 3 transpozicii. najprv vy-
menime prvky 1 a 5. To je transpozicia

1 2 3 4 5
5 2 3 4 1
Potom vymenime 1 a 2, dostaneme
1 2 3 45
5 1 3 4 2
Nakoniec vymenime 2 a 4 a dostaneme permutaciu 7.
Kazd4 transpozicia je neparna permutécia. Ak transpozicia meni j a k (j < k),
tak jej inverziami s dvojice (,7+1), (j+1,%), (4,7+2), (j+2,k),..., (4, k=1), (k—
1,k) a eSte (4,k). Spolu je to 2(k — j — 1) 4+ 1 inverzii, ¢o je nepdrne ¢islo.

Podobnou tvahou (detailny dokaz vynechdme) sa dd dokdzat nasledujice tvr-
denie.

Lema 9.2. ZloZenie lubovolnej permutdcie ¢ s lubovolnou transpoziciou meni
pdrnost’ permutdcie .

Ako dosledok teraz dostavame

Veta 9.3. (i) Permutdcia je pdrna prdve vtedy, ked’ je zloZenim pdrneho poctu
transpozicii.
(ii) Zlozenie dvoch permutdcii rovnakej pdrnosti (t.j. dvoch pdrnych alebo dvoch
nepdrnych) je pdrne.
(iii) ZloZenie dvoch permutdcii opacnej pdrnosti je nepdrne.

D 6 k a z. Z predoslej lemy vyplyva, ze zloZenie parneho poctu transpozicii je
parne a neparneho poctu neparne. Takze plati (i). Dalej, nech 7 je zlozenim trans-
pozicii oy, ...,0k, a @ zlozenim 71, . . ., 7;. Potom 7wy je zlozenim o4, ..., 0%, 71,...,7,
a to je parne prave vtedy, ked c¢islo k + [ je parne, ¢ize ked k a [ maju rovnakad
péarnost. l

Medzi permutéacie zahifhame aj identické zobrazenie

1 2 3 ... n
12 3 ... n )’

t.j. t(k) = k pre kazdé k. Této permutédcia nemd ziadne inverzie, takze je parna.
Dalej, tdto permutacia je neutralnym prvkom vzhladom na skladanie, t.j. m =
v = 7 pre kazdé w € S,,.

Ku kazdej permutécii 7 existuje inverzna 7!, ktord definujeme predpisom

7T_l(j) =k préave vtedy ked w(k)=j

)

(vsetko posleme naspét). Napriklad ku

1 2 3
5 1 3

(2

DN i~
= Ot

bude inverzna

N
w w
T
—= ot
S—



18

Z vety 9.3 vyplyva, Ze m a m~! maji rovnaki parnost: ich zlozenim je totiz parna
permutacia ¢.

10. DETERMINANTY

Nech A je matica

a1 a2z @3 ... Qin
Ga21 A22 @23 ... Qd2p
a3; asz2 asz ... 0agnp
an1l Ap2 an3 cee Ann

s prvkami z pola F. Je to teda stvorcova matica n x n, ktorej prvok v j-tom stipci a
k-tom riadku ozna¢ime a;i. Determinantom takejto matice nazyvame ¢islo (prvok
F)

Al = D (—1)"Par,0)a20(2) - - Gng(n)-
PESn
Tento vzorec znamend, ze
(1) pre kazdi permutéciu ¢ ndjdeme v matici prvky a1,y - -, Gnep(n);
(2) tieto prvky vyndsobime;
(3) ak permutécia je nepdrna, tak ten sucin este vynasobime (—1);
(4) takto ziskané ¢isla (pre vsetky permutécie) spocitame.

Vsimnime si, ze medzi prvka/mi A14(1)5 - - - > Ane(n) J€ Presne jedno z kazdého riad-
ku a presne jedno z kazdého stlpca. V skutocnosti to plati aj naopak: kazdy vyber
n prvkov s touto vlastnostou zodpoveda nejakej permutacii.

Pri maticiach malych rozmerov mézeme definiciu determinantu rozpisat’ expli-
citne. Pre n =1 je

|Al = a1,
pre n = 2 mame
|A| = ai11a22 — a12021,
a pre n = 3 (tzv. Sarusovo pravidlo)
|A] = ai1a22a33 + a12a23a31 + a13G21a32 — G13022031 — A11023031 — (12021033
Pre matice vyssich rozmerov pocet séitancov rychlo rastie a vypocet priamo z

definicie sa stava neefektivny. Takéto determinanty mozno pocitat pomocou tpravy
na trojuholnikovy tvar. Vypocet sa zaklada na niekolkych nasledujicich tvrdeniach.

Lema 10.1. Ak matica B vznikne z matice A vymenou dvoch riadkov, tak |A| =
—|B.

D 6 k a z. Uvedieme myslienku dékazu. V definicii determinantov |A| a |B|
vystupuju tie isté sG¢iny aj,(1) ... Gnpm)- (Lebo to si vietky také n-tice, kde z
kazdého riadku aj Stipca je presne jeden prvok, a to sa vymenou riadkov nez-
meni.) Kazdy taky suéin vSak vystupuje v determinantoch |A| a |B| s opaénym
znamienkom. To je preto, lebo prislusnd permutécia sa zlozila s transpoziciou (ktord
zodpovedd vymene riadkov), takze zmenila parnost. Bl

Lema 10.2. Ak matica obsahuje dva rovnaké riadky, determinant je 0.
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D 6 k a z. Ked vymenime dva rovnaké riadky, matica sa nezmeni. Podla
predoslej lemy ale |A| = —|A|, takze |A| = 0. (Nad polom, kde 1+ 1 = 0, napriklad
7, tento argument nefunguje, treba pouzit iny.) Wl

Lema 10.3. Ak matica B vznikne z A tym, Ze k-t riadok vyndsobime konstantou
c e F, tak |B| = c|A|.

D 6 k a z. Prvky matice B oznacme b;;. Takze by; = cagj a b;j = a;; pre vSetky
1,7, t # k. Potom

1Bl =Y (=1 Pbrpybag) - bupin) =

PESy
=D () Pargq) ko) - Gngpn) =
PES,
=cC Z (—1)i(¢’)a1¢(1) . a;w(k) . am,(n) = C|A|

PESK

Lema 10.4. Ak matica B vznikne z A tym, Ze c-ndsobok m-tého riadku pripocitame
ku k-tému riadku (k # m), tak |B| = |A].

D 6 k a z. Ozna¢me C maticu, ktorda vznikne tak, ze v matici A k-ty riadok
nahradime m-tym. Matica C' mé teda 2 rovnaké riadky, takze |C| = 0. Podobne
ako v predoslom dokaze, prvky matice B oznacime b;;. Teda br; = ar; + cam;
a by = ai; pre ¢ # k. Rozpisanim definicie a pouzitim distributivneho zakona
dostavame

1Bl =Y (1) bigbroz) - bupn) =
PESH

= Z (_1)i(¢)a1¢(1) - (Ahp(k)  COUmp(k)) - - - Ang(n) =

PESH
= D (1P arpn) o) - Onp)+
PpESH
+c Z (_1)i(<p)ahp(1) . amw(k) . a,w(n) = |A| + C|C| = |A|
PESH

Lema 10.5. Ak matica obsahuje nulovy riadok, determinant je 0.

D 6 k a z. Tvrdenie je zrejmé z definicie. Kazdy sucin obsahuje prvok z kazdého
riadku, ¢ize kazdy si¢in obsahuje nulu. W

Lema 10.6. Ak A je trojuholnikovd matica (t.j. a;; =0 pre vietky i > j), tak

|A‘ = (111022033 . ..0np-
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D 6 k a z. Scitanec aj1a920a33 ... a,, sa nachddza v definicii determinantu a
zodpovedd identickej permutacii. T4 neméa ziadne inverzie, takze tento sc¢itanec
tam je so znamienkom +. Tvrdime, ze vSetky ostatné s¢itance st 0. Nech ¢ € S,
b= a145(1)024(2) - - - Cngp(n)- Potom:

(1) Ak (1) # 1, tak (k) = 1 pre nejaké k > 1 a t je si¢inom prvkov medzi
ktorymi je ar1 = 0, takze t = 0.
(2) Ak p(1) = 1 a ¢(2) # 2, tak p(k) = 2 pre nejaké k > 2 a sticin pre ¢
obsahuje ags = 0.
(3) Ak (1) =1, ¢(2) =2 a p(3) # 3, tak p(k) = 3 pre nejaké k > 3 a sicin
obsahuje axs = 0.
Pokracovanim tejto dvahy dostaneme, ze ¢t moze byt nenulové jedine ked ¢ je
identicka permutécia. W

Teraz uz mdzeme popisat metédu vypoctu |A|. Maticu A upravujeme pomocou
uprav (U1)-(U3) na Gaussov tvar. Ak pocas vypoctu vznikne nulovy riadok, de-
terminant je 0. Ak nulovy riadok nevznikne, dostaneme maticu v trojuholnikovom
tvare, ktorej determinant ziskame vynasobenim prvkov na hlavnej diagondle. De-
terminant povodnej matice dostaneme, ked zohladnime, Ze pri tpravéch typu (U1)
sa menilo znamienko a pri upravdch typu (U2) sa hodnota nédsobila prvkom c.

Transponovanie matice A je preklopenie okolo hlavnej uhlopriecky. To znameng,
Ze matica B transponovand ku A ma prvky b;; = a;;. Oznacujeme to B = AT,

Veta 10.7. |A| = |AT].
D 6 k a z. Uvedieme myslienku dokazu. SU¢in ay,(1)a24(2) - - - Gne(n) v definicii
‘A| je ten iStSf ako sucin blw(l)b2w(2) . bml)(n) v definicii |B|, kde 1/) = @71. A

pretoze inverzné permutdcie maju rovnaki parnost, vystupuji tam tie stuciny s
rovnakym znamienkom. ll

Doésledkom tejto vety je, ze pri vypocte determinantov moézeme pouzivat aj
stipcové upravy, ktoré maji na hodnotu determinantu rovnaky vplyv ako ana-
logické riadkové tupravy. (Napriklad vymena 2 stfpcov men{ znamienko.) Totiz
stipcové dpravy matice A zodpovedaji riadkovym tpravam matice AT.

11. ROZVOJ DETERMINANTU A CRAMEROVO PRAVIDLO

Ozna¢me A;; maticu, ktord vznikne z A vynechanim i-tého riadku a j-tého
stipca. Determinant tejto matice je |A;;|. Dalej oznatme M;; = (—1)"+7|A;;]. Toto
¢islo (prvok F') sa nazyva algebraicky doplnok proku a;;.

Veta o rozvoji (dokaz vynechdme) hovori nasledovné.

Veta 11.1. (i) Pre kazdé k plati
|Al = a1 My + agpa Mo + arsMyz + - -+ + agn Mpn.
(ii) Pre kazdé k plati
|A] = a1x Migagy Moy, + azp Msg + -+ + ang My,
Rozpisanie determinantu podla (i) sa vold rozvoj podla k-tého riadku, (ii) je

rozvoj podla k-tého stipca. Pouzitie rozvoja znamend, ze namiesto jedného deter-
minantu matice n X n budeme poéitat n determinantov (n—1) x (n—1). Napriklad
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rozvojom determinantu

1 2 3
4 5 6
7 8 9
podla druhého riadku dostaneme
2 3 1 3 1 2
_1)2+1 _1)2+2 _ 13\2+3
4(-1) 3 9‘4—5( 1) 7 9‘—1-6( 1) . 8’

7 vypoctového hladiska je vyhodné urobit rozvoj podla riadku alebo stipca, v
ktorom je iba malo nenulovych prvkov. Napriklad z

12 0 00
01 2 00
0 01 20
0 001 2
2 0 0 01

rozvojom podla prvého stfpca dostaneme

1200 2.0 0 0
01 2 0 120 0

RIS C(_1)5+1

LED™ g 001 o T26ED" g 1 9
000 1 00 1 2

Obe matice su trojuholnikové (druhd po transponovani), ich determinanty vypoéitame
vynasobenim prvkov na uhlopriecke. Hodnota povodného determinantu teda je

1-1+2-16 = 33.

Pomocou vety o rozvoji teraz dokdzeme Cramerovo pravidlo, ktoré déva do
suvisu determinanty a SLR. Také spojenie naznacoval uz fakt, ze determinanty
mozeme pocitat tym istym algoritmom, ktory sa pouziva na rieSenie SLR. Najprv
jedno pomocné tvrdenie.

Lema 11.2. Ak j # k, tak
aj1Mp1 + ajoMpo + - + ajn My = 0,
arj Mg + agj Mok + -+ + anjMpg = 0.

D 6 k a z. Mame elegantny argument: a;1 M1 +a;oMpa+- - -+ an My, je rozvoj
podla k-tého riadku matice, ktord vznikne z A, ked k-ty riadok nahradime j-tym.
Taka matica mé ale 2 rovnaké riadky, takze jej determinant je 0.

Druhd rovnost vyplyva z podobnej tvahy pre stipce. [ |

Teraz uvazujme SLR s maticou

a;n G2 @13 ... Gip | by
@21 G2 G23 ... QG2 | b2
a31 az2 G33 ... G3n | b3

Gpl  Ap2 Gp3 ... Ann bn
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Nech A je matica tejto ststavy (bez pravej strany). Dalej, nech B; je mat-

ica, ktord vznikne z A, ked j-ty stlpec nahradime pravou stranou, t.j. stfpcom
(b1,ba, ..., b,)7T.

Veta 11.3. (Cramerovo pravidlo) Ak |A| # 0, tak SLR md jediné rieSenie, a to
n-ticu (Y1,...,Yn), kde
1B
T 4]
7=1...,n.

D 6 k az. Ak |A| # 0, tak pri Uprave na Gaussov tvar sa nemoze vynulovat
ziaden riadok matice A. Preto dostaneme trojuholnikovy tvar, ¢o znamed, ze SLR
mé jediné rieSenie. Zostava len ukazat, ze tym rieSenim je prave n-tica uvedené v
nasej vete. Teda chceme overit, ze n-tica (y1,...,Yn) Spfﬁa vSetky rovnice sustavy.

k-ta rovnica ma tvar

ax1%1 + oo + -+ - + AppTy, = b.
Dosadme do nej x; = % a vyndsobme rovnost |A|. Méme teda dokdzat, ze
ap1|Bi| + ak2|Ba| + - - - + agn|By| = bi] Al
Kazdy z determinantov |B,| rozvinieme podla j-tého stipca, teda
|Bj| = biMy; + baMaj + bsMsj + - - - + by M, 5.

(Algebraické doplnky M,;; si tie isté ako pre maticu A.) Vsetky tieto rozvoje
dosadime do T'avej strany dokazovanej rovnosti. Po preskupeni s¢itancov dostdvame
ak1|B1] + age|Ba2| + - - - + agn|Bn| = bicy + bacg + - - + bycy,

kde
¢j = a1 Mj1 + agaMjo + apsMjs + - - + agn Mjn.
Podl'a predoslej lemy je ¢; = 0 pre vietky j # k. Dalej,
¢k = ap1 Mp1 + apa Myo + apsMpz + - - - + apn Myn = A
(Je to rozvoj |A| podla k-tého riadku.) Preto
bicr 4 baca + -+ - + bpen, = bl 4|,

odkial vyplyva dokazované rovnost. ll

Poznamenajme, ze ak |A| = 0 (alebo ak matica A nie je §tvorcova), tak Cramerovo
pravidlo sa neda pouzit a SLR treba riesit’ ipravou na Gaussov tvar.



