KVADRATICKE FORMY

Kuvadratickd forma nad polom F' je polyném tvaru
[, an) = Sigjbijaix,
kde bij eF.
Takato kvadraticka forma sa déa prepisat na symetricky tvar
f(xl, e ,a:n) = Ezjzlaijxixj,
kde a;; = aj; pre kazdé i, j. K tomu staci poloZit
bij/Q ak i< j
Q5 = bij ak 7 Zj
bﬂ/Q ak i > 7-
Ekvivalentnost’ tychto dvoch tvarov znamena, Ze obe formy urc¢uju tu ista

funkciu F™* — F.
Kvadratickd formu mozno tsporne zapi sat tiez v maticovej podobe

f=XAXT,



kde X = (z1,...,x,) je vektor premennych a

a1 ai12 . A1n
A— a1 Q22 ... QG2n
anp1  Aap2 N Ann

je (symetrickd) matica koeficientov.

Kvoli aplikaciam v matematickej analyze a v geometrii sa zaoberame
vySetrovanim kanonického tvaru kvadratickych foriem vzhladom ku zmene
bazy (ekvivalentne: vzhladom ku regularnym linearnym transformaciam).
To znamené, ze uvazujeme linedrne substiticie tvaru

X =YP,
kde P je nejaké reguldrna matica nxn. V transponovanej podobe mé substi-
tucia tvar X7 = PTYT, a teda dostaneme formu s premennymi y1, ..., yn

v tvare

f=Y(PAPT)YT,
to jest formu s maticou C = PAPT. Maticiam A a C, medzi ktorymi je
tento vztah, hovorime, Ze st navzajom kongruentné.

Veta 1. Nech F je pole v ktorom 1 + 1 # 0. Potom kaZdi kvadratickd



formu nad F' mozno vhodnou linedrnou substiticiou priviest na diagondlny
tvar

f=diyi +doys + -+ dyy?,

kde dy,...,d, € F. Cislo r je invariantom formy (nezdvisi od spdsobu
dpravy) a nazgva sa hodnost.

Dolezity je pripad F' = R.

Veta 2. (Sylvestrov zakon zotrvacénosti) KaZdu kvadraticki formu nad
R mozno vhodnou linedrnou substiticiou priviest na diagondlny tvar
f=yi+B+ A+ -y

Cisla p a r si invariantmi formy.

Kvadraticka forma f(x1,...,x,) nad R sa nazyva

e pozitivne definitnd, ak f(xi1,...,x,) > 0 pre vietky (x1,...,2,) #
(0,...,0);

e pozitivne semidefinitnd, ak f(x1,...,x,) > 0 pre vietky x1,...,xy;



o negativne definitnd, ak f(xy1,...,x,) < 0 pre vietky (z1,...,z,) #
(0,...,0);

e negativne semidefinitnd, ak f(xy,...,x,) < 0 pre vSetky x1,...,zy;

e indefinitnd, ak f(z1,...,z,) > 0 a f(y1,...,yn) < 0 pre nejaké
L1y Ty Yl1s- o5 Yn-

Definitnost’ foriem sa vyuziva napriklad v matematickej analyze pri vy-
Setrovani extrémov funkcii viacerych premennych. Definitnost sa nemeni
pri linedrnych substiticiach, preto ju mozno zistit prevodom na diagonalny
tvar.

Kontrolny test

(6 bodov) :

1. Kvadraticka forma n premennych ma hodnost

maximélne n;

miniméalne n;



presne n;

nekoned¢nn.

2. Oznacte pravdivé vyroky

Kongruentné matice maju rovnaké prvky;
Kongruentné matice maja rovnaké rozmery;
Kongruentné matice maji rovnaka hodnost’;

Kongruentné matice maja rovnaky determinant.

3. Forma f(x1,22,23) = 23 + 22 je
pozitivne definitné;
pozitivne semidefinitna;

negativne definitné;



negativne semidefinitna;

indefinitna.

4. Forma f(z1, 2, 3) = 2} — 23 + 23 je
pozitivne definitné;
pozitivne semidefinitna;
negativne definitna;
negativne semidefinitna;

indefinitna.

5. Forma f(x1,22,73) = —2% — 23 — 23 je
pozitivne definitné;

pozitivne semidefinitné;



negativne definitné;
negativne semidefinitna;
indefinitné.
6. Oznacte pravdivé vyroky
Nad polom C ma forma f(z1,...,z,) vZdy hodnost n;

Kazdu formu nad kazdym polom moZzno upravit na diagonélny tvar;

Pozitivna definitnost’ je definovana len pre formy nad R;

Kazdé dve matice s rovnakou hodnostou a rozmerom st kongru-
entné;

Nenulova forma nemdze byt stcasne pozitivne aj negativne semide-
finitna.



Ziskané body:

Uspesnost:





