KONGRUENCIE

Nech a,b,m € Z, m > 0. Hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo m,
a piSeme

a=b( modm),
ak m deli a — b.

Pri m # 0 je to ekvivalentné s podmienkou, Ze ¢isla a a b davaja pri
deleni m rovnaky zvysok.

Kongruencia modulo m je pre kazdé m relaciou ekvivalencie, ¢o zna-
mena, ze je

a) reflexivna: a = a ( mod m) pre kazdé a € Z;

b) symetricka: ak a = b ( mod m), tak b = a ( mod m);

(
b ( modm)ab=

= ¢ ( mod m), tak a = ¢ (

c¢) tranzitivna: ak a
mod m).

Kongruencie modulo 0 a 1 sa podla definicie pripustné, ale nie velmi

zaujimavé: a = b ( mod 1) plati vzdy (vSetky ¢isla st v 1 skupine), zatial

¢o a =b ( mod 0) plati len pre a = b (kazdé ¢islo je v inej “skupine").
Samozrejme, a = 0 ( mod m) prave vtedy, ked m/|a.



Pravidla pre pocitanie s kongruenciami st zhrnuté v nasledujacom tvr-
deni.
Veta 1. Pre kazdé a,b,c,d,n,m € Z, m,n > 0 plati:
(i) aka=b( mod m) ac=d ( mod m), taka+c=b+d ( mod m);
(i) aka=b ( mod m), taka+c=b+c ( mod m);
(i) a=b ( mod m) ac=d ( modm), tak ac=bd ( mod m);
(iv) ak a =b ( mod m), tak ac = bc ( mod m);
(v) aka=b ( modm), tak a™ =b™ ( mod m).

Uvedené pravidla mozno vyuzit napriklad na tzv. moduldrne umocrio-
vanie.

Priklad Vypoéitame zvysok po deleni &isla 5222 &islom 11. PouZijeme
kongruenciu modulo 11 a dostavame

5222 (52)111 25111 J— 3111 (33) 2737 = 537 —
=258.5=38.5=-97.5=5%.5=25%3.5=3%.5=



=27.-5=5.5=25=3,
takze hladany zvySok je 3.
Teraz uvedieme pravidla pre kratenie kongruencii.
Veta 2 Nech a,b,e,m € Z, ¢ #0, m > 0.
(i) Ak ac =bc ( mod mc), tak a =b ( mod m).
(i) Ak ac =be ( mod m) a (m,c) =1, taka=b ( mod m).

Nasledujuce tvrdenie je zname ako Mald veta Fermatova (MVF).

Veta 3. Pre kazdé prvocislo p a kazZdé n € Z plati
n?’ =n ( mod p).
Naviac, ked (p,n) =1, tak

nP~' =1 ( mod n).



Spolu s technikou moduldrneho umochovania poskytuje Mala veta Fer-
matova moznost efektivneho testovania prvociselnosti. Pre velké ¢isla p
(povedzme radu 10'°°) priame testovanie prvoéiselnosti (delenim) presa-
huje moZnosti aj najrychlejSich pocitac¢ov. Efektivne vSak vieme zistit, ¢i
pre zvolené n plati n? = n ( mod p). Ak taka kongruencia neplati, mame
istotu, Ze p je zloZzené. (Ale nezistime tym jeho rozklad!) Ak kongruencia
plati, mame asponn 50% pravdepodobnost, Ze p je prvocislo. (Pre niektoré
p tento odhad celkom neplati a treba pouzit trochu zlozitejsie metody.).
Opakovanim tohoto testu sa moéze istota prvociselnosti priblizit fubovolne
blizko k 100%.

Z druhej strany, ak vieme, Ze modul je prvoéislo, Mala veta Fermatova
urychli moduldrne umociiovanie. Zopakujme vypocet 5222 modulo 11. Pre
p =11, n =5 nam MVF dava

5'=1( mod 11).
Po umocneni na 22 dostavame
5220 = 120 — 1 ( mod 11),

takZze
5222 = 5220 .52 =1.25 =25 = 3,

¢im sme dospeli k rovnakému vysledku ako predtym.



Kontrolny test

(6 bodov) :

1. Pocet cisel, ktoré sit kongruentné s ¢ modulo m > 0 je

1
2
m

nekonecne vela

2. Mnozina ¢isel, z ktorych ziadne 2 nie st kongruentné modulo m > 0
moze mat

najviac 1 prvok
najviac 2 prvky

najviac m — 1 prvkov



najviac m prvkov

nekonecne vela prvkov

3. Aka=b( mod m), m >0, tak
a =b ( mod n) pre kazdé n|m
a="b( mod n) pre kazdé n < m

a =b ( mod n) pre kazdé m|n

4. Ak a=b ( mod m), m > 0, tak
n® =n’ ( mod m) pre kazdé n
a™ =b" ( mod m) pre kazdé n

Va = Vb ( mod m) vzdy ked /a a /b st celé ¢isla



5. Z Malej vety Fermatovej vyplyva, ze
740 =7 ( mod 40)

71 =7 ( mod 41)
749 =1 ( mod 40)
7 =1 ( mod 40)
799 =1 ( mod 41)
7 =1 ( mod 41)

6. Modularne umochnovanie sa d4 vyuzit na

vypocet NSD;
hladanie prvociselného rozkladu
testovanie prvociselnosti

testovanie nesidelitelnosti



Ziskané body:

Uspesnost:





