IREDUCIBILNE POLYNOMY

Definicia Polyném f stupifia aspon 1 sa nazyva ireducibilny, ak je de-
liteIné len konStantami a polynémami asociovanymi s f.

Ekvivalentne, f stupiia aspon 1 je ireducibilny, ak nie je su¢inom dvoch
polynémov mensich stupiiov. Polyném, ktory nie je ireducibilny a ma stu-
pen aspon 1 sa nazyva reducibilng.

Poznamka. Ireducibilnost f zéavisi nielen na f samotnom, ale aj na
poli F nad ktorym f posudzujeme. Napriklad z2 — 2 je ireducibilny nad Q,
ale nie nad R, kedze 22 — 2 = (z — v2)(z + V/2).

Exiustuje stvislost medzi ireducibilnostou a existenciou korenov.

Lema 1. Pre kazdé f # 0 plati

o Ak f md stuperi aspoti 2 a koreni v F', tak je nad F reducibilng.

o Ak f md stuperi najviac 3 a nemd koren v F, tak je nad F ireducibilny.

o Ak stupen f je 2 alebo 3, tak je ireducibilng nad F prdve vtedy, ked
nemd v F' koren.



Nasledujica lema je potrebné k dékazu vety o rozklade.

Lema 2. Nech h, fi1,..., fn € F[z].
(i) Ak hlfifa a (h, f1) =1, tak h|fa;
(i) Ak h|fifa... fn a h je ireducibilng, tak h|fyx pre niektoré k.

Veta 3. Kazdy polynom f stuptia aspon 1 sa dd rozloZit' na sucin ire-
ducibilnyjch polyndmov, a to jednoznacne aZ na asocionanost a poradie Ci-
nitel'ov.

Poznamka Podobne ako pre celé ¢isla, dokaz ma existenény charak-
ter a nedava navod ako rozlozit dany polyném. Na rozklad existuja rozne
efektivne algoritmy, v zéavislosti od pola F.

Znalost’ rozkladu na ireducibilné ¢initele mozno vyuzit pri hladani NSD
a NSN. Konkrétne, nech polynémy f a g maja rozklady

an

f=p0"p” ... pp",
g=p0ps . pn,



kde p1,...,pn st rozne ireducibilné polynomy. (Pripustame, Ze niektoré
exponenty o; a 3; moézu byt 0, ¢o by znamenalo, Ze prislusny polyném sa
v rozklade nenachadza.) Potom NSD polynémov f, g ma rozklad
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V $pecidlnych pripadoch tato metdéda moze byt rychlejsia nez Euklidov al-
goritmus. Vo vSeobecnosti je ale najdenie ireducibilného rozkladu vypocétovo
podstatne zlozitejsie nez vypocet NSD.

Kontrolny test

(6 bodov) :

1. Reducibilny polyném

musi mat’ aspon 2 ireducibilné delitele

moze mat jediného ireducibilného delitela



nemusi mat Ziadneho ireducibilného delitela

2. Polynémy stupna 1 st
v8etky reducibilné;
v8etky ireducibilné;
niektoré reducibilné, niektoré ireducibilné

zavisi to od pola F.

3. Ktoré z nasledujicich vyrokov st pravdivé?

Kazdy nenulovy polyném ma iba koneéne vela ireducibilnych deli-
telov

Kazdy nenulovy polyném nad koneénym polom méa iba konec¢ne
vela ireducibilnych delitelov

Kazdy polyném f ma tie isté ireducibilné delitele ako f2



Dva rozne polynémy mozu mat ten isty rozklad

Niektoré polynéomy moézu mat dva rozne rozklady

4. Reducibilny polyném stupiia 10

musi mat’ koren
musi mat ireducibilného delitela stupiia mensieho ako 3;

nemusi mat’ ireducibilného delitela stupiia mengieho ako 3, ale musi
mat ireducibilného delitela stupiia mensieho ako 6;

nemusi mat’ ireducibilného delitela stupiia mengieho ako 6, ale musi
mat ireducibilného delitela stupiia mensieho ako 10;

nemusi mat ireducibilného delitela.

5. Nech p je normovany ireducibilny polynom, f Iubovolny. Potom (f,p)
sa rovna

1



f

p
1 alebo f

1 alebo p

6. Nech p je ireducibilny polynoém a [f, g] oznacuje NSN polynémov f, g.
Ktoré z nasledujucich vyrokov sa pravdivé?

Ak p|f alebo plg, tak p|(f,g).

Ak p|f alebo plg, tak pl[f,g].

Ak p|f a zaroven p|g, tak p|(f,g).
Ak p|f a zaroven p|g, tak pl|[f, g]-
Ak p|(f,g), tak p|f a zarovei p|g.

Ak p|[f, g], tak p|f a zaroven p|g.



Ziskané body:

Uspesnost:





