NAJVACSI SPOLOCNY DELITEL

Symbolom D(a) ozna¢me mnoZzinu vietkych delitelov &isla a. Napriklad
D(6) = {1,-1,2,—2,3,-3,6,—6}. Dalej, nech D(a,b) oznacuje mnozinu
spolo¢nych delitelov ¢isel a, b, t.j. ¢isel, ktoré sucasne delia a aj b. Napriklad
D(6,8) = {1,—1,2,—2}.

Definicia Cislo d sa nazyva najvi¢im spolocnym delitefom (NSD) éfsel
a, b ak
(i) d € D(a,b);
(ii) pre kazdé x € D(a,b) plati z|d.

Teda spolo¢né delitele neporovnavame relaciou <, ale relaciou |: najvacsi
spolo¢ny delitel je taky, ze je deliteIny vSetkymi ostatnymi spoloénymi de-
litefmi. Dosledkom toho je, Ze najvicsie spolo¢né delitele stt dva. Napriklad
NSD ¢&isel 6 a 8 su ¢isla 2 ale aj —2. (Jedin4 vynimka je pripad a = b =0,
kedy jediny NSD je 0.)

Veta 1. Pre kazdé dve celé c¢isla a, b existuje ich NSD. Ten je urceny



jednoznacne aZ na znamienko a dd sa vyjadrit’ v tvare d = au + bv pre
nejaké u,v € 7.

Oznaéenie: Nezaporny NSD ¢isel a a b budeme oznacovat (a,b).

V pripade, Ze (a,b) = 1 hovorime, Ze a a b st nesudelitelné.
Na vypocet NSD existuje dobre znama metoda, ktora sa nazyva Eukli-
dov algoritmus. Zakladé sa na nasledujicom tvrdeni.

Lema 2. Aka=bp+2z (a,b,p,z € Z), tak D(a,b) = D(b, z). Ndsledne,
NSD cisel a a'b je taky isty, ako NSD ¢isel b a z.

Popis algoritmu: Predpokladajme, ze a > b. Podla Vety o deleni so
zvyskom néajdeme p,z € Z tak, 7e a = bp + z, kde 0 < z < |b]. Ak z = 0,
tak NSD je b. Ak z # 0, tak hladame NSD ¢isel b a z. Vypocet sa nakoniec
musi skonéit, lebo zvysky stale klesaju.

Poznamka: Fuklidov algoritmus sa da vyuzit aj na vyjadrenie NSD v
tvare d = au + bv.

NSD mozeme definovat nielen pre dve éisla, ale pre Tubovolny pocet.
Nech D(aq,...,a,) ozna¢uje mnozinu vSetkych spoloénych delitelov &isel
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Definicia Cislo d sa nazyva najvi¢im spoloénym delitefom (NSD) &fsel
ai,...,an ak

(i) d € D(a,...,an);

(ii) pre kazdé = € D(ay,...,a,) plati z|d.

Podobne ako v pripade dvoch ¢&isel sa da dokazat, ze NSD vzdy existuje
a je ur¢eny jednozna¢ne aZ na znamienko. Na jeho vypocet mdzeme vyuzit
nasledujice tvrdenie.

Lema 3. Nech d je NSD dcisel aq,...,a,. Nech e je NSD éisel d a any1.
Potom e je NSD ¢isel ay,...,an41.

Na zaklade uvedenej lemy mozeme postupne vypocitat NSD 2 ¢isel, 3
Cisel, 4 ¢isel, atd.

Definicia Cislo n sa nazgva najmensim spoloénym nésobkom (NSN)



Gisel a, b ak
(i) aln, bln;
(ii) pre kazdé x také, ze a|z, bz plati n|z.
Na vypocet NSN nam slazi nasledujtce tvrdenie.

Veta 4 Ak (a,b) # 0, tak cislo

je NSN ¢isel a a b.

Kontrolny test

(7 bodov) :

1. Dve rozne celé &isla

maji vzdy 1 NSD



maji vzdy 2 NSD
mozu mat 1 alebo 2 NSD

nemusia mat ziaden NSD

2. Ak n > 0, tak (0,n) sa rovna
vzdy 0
vzdy n
niekedy 0, niekedy n

3. Ak n > 1, tak (1,n) sa rovna
vzdy 1
vzdy n

niekedy 1, niekedy n



4. Ak n #£ 2, tak (2,n) sa rovna
vzdy 1
vzdy 2
niekedy 1, niekedy 2
niekedy 2, nieckedy n
5. Nech z je NSD ¢éisel a, b, nech y je NSD ¢isel a, b, ¢. Potom
x deli y
y deli x
x nemusi delit y ani y nemusi delit’ =
6. Nech z je NSD ¢&isel a, b, nech y je NSN ¢isel a, b. Potom
x deli y

y deli z



x nemusi delit y ani y nemusi delit’ z

7. Euklidov algoritmus slazi na
rychle delenie celych ¢iisel

vypocet NSD dvoch celych é&isel

overenie existencie NSD

Ziskané body:

Uspesnost:





